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交叉积C*-代数Cuntz半群的性质

杨 君 1，2，方小春 1，范庆斋 2

（1. 同济大学 数学系，上海 200092；2. 上海海事大学 数学系，上海 201306）

摘要：设A是一个无限维的有单位元并且具有 k ‒局部几乎

可除性质的（或者是UCFPn (W (A ) )=m）的C*‒代数。α：
G→Aut(A )是有限群G作用在C*‒代数A上，并且作用具

有迹Rokhlin性质。则交叉积C*‒代数C*(G，A，α )具有 k ‒
局部几乎可除性质（或者是UCFPn (W (C* (G，A，α ) ) )=m）。
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Some Cuntz Semigroup Properties of
Certain Crossed Product C*‒ Algebras
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200092， China； 2. Department of Mathematics， Shanghai
Maritime University，Shanghai 201306，China）

Abstract：Let A be a unital simple C*‒algebra such that
A has the k ‒ locally almost divisible property （or
UCFPn (W (A ) )=m）. Suppose that α：G→Aut(A ) is an
action of a finite group G on A which has the tracial
Rokhlin property. Then the crossed product C* ‒ algebra
C* (G，A，α ) has the k‒locally almost divisible property（or
UCFPn (W (C* (G，A，α ) ) )=m）.

Key words： C* ‒ algebras； tracial approximation C* ‒

algebras；Cuntz semigroup

Connes［1］对于拓扑群作用在 von Neumann代数

上引入了Rokhlin性质。 之后，Herman等［2］对于拓

扑 群 作 用 在 UHF ‒代 数 引 入 了 Rokhlin 性 质 ，

Rordam［3］、Kishimoto［4］对于拓扑群作用在一般的

C*‒代数引入了Rokhlin性质，Phillips［5］对于有限群

作用在单的C*‒代数上引入了迹Rokhlin性质。

本文研究有限群G作用在有单位元单的C*‒代
数上，并且群作用具有迹Rokhlin性质（Phillips提出

的），得到的交叉积C*‒代数的Cuntz半群的性质的

如下结论：

定理 1 A是一个无限维有单位元单的具有 k ‒
局部几乎可除性质的C*‒代数。α：G→Aut(A )是
有限群G作用在 C*‒代数A上，并且作用具有迹

Rokhlin性质。则交叉积C*‒代数C*(G，A，α )具有

k ‒局部几乎可除性质。

定理 2 A是一个无限维有单位元单的满足

UCFPn (W (A ) )=m的 C*‒代数。α：G→Aut(A )
是有限群G作用在C*‒代数A上，并且作用具有迹

Rokhlin性质。则交叉积C*‒代数C*(G，A，α )满足

UCFPn (W (C* (G，A，α ) ) )=m。

为了证明上述定理，利用 Lin［6］提出的迹逼近

C*‒代数的概念。

设Ω是一类C*‒代数，则由Ω中的C*‒代数迹逼

近之后得到的C*‒代数类记为TAΩ。
一个有单位元单的C*‒代数A属于TAΩ，是指

对于任意的 ε>0，任意的有限子集F⊆A，任意的

a≥0，存在一个投影p∈A和A的C*‒子代数B满足

1B= p并且B∈Ω，使得

（1）对于任意的x∈F， xp- px < ε。
（2）对于任意的x∈F，pxp∈ εB。
（3）1- pMurray-von Neumann等价于

- -- ---aAa中
的投影。

准确地说，证明定理1和定理2分为两步。

第一步，证明如下性质能够由Ω类中C*‒代数

遗传到由Ω类中C*‒代数迹逼近之后得到的C*‒代
数类中，也就是TAΩ中。

（1）k ‒局部几乎可除性质。

（2）UCFPn (W (A ) )=m。

第二步，利用Fan等［7］得到的如下结果：

Ω是一类有单位元的C* ‒代数，Ω类中C* ‒代数
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对于可传的有单位元的C* ‒子代数和张量上矩阵代

数是封闭的。A∈TAΩ是一个无限维有单位元单

的C* ‒代数。α：G→Aut(A )是有限群G作用在C*
‒代数A上，并且作用具有迹Rokhlin性质。则交叉

积C* ‒代数C*(G，A，α )也在TAΩ中。

由上述两步，可以得到定理1和定理2。本文中

证明第二步。

1 预备知识

设A是有单位元的C* ‒代数，Mn (A )表示A中

n× n矩阵全体。M∞ (A )表示 (Mn (A )，φn)的代数

归 纳 极 限 。 其 中 φn：Mn (A )→Mn+ 1 (A ) 是 指

a↦diag( a，0 )。
M∞ (A ) + (Mn (A ) +)表示M∞ (A )(Mn (A ) )中

正元的全体。对于任意的M∞ (A )中正元 a和 b用
a⊕b表示M∞ (A )中的正元diag( a，b )。对于任意的

a，b∈M∞ (A ) +，称 aCuntz子等价于 b（记为< a>
≤< b>）如果存在M∞ (A )中一列元 ( vn) ∞n=1使得

lim
n→∞
||vnbvn *- a||=0。
称 a和 b是Cuntz等价的（记为< a>=< b>）

如 果 < a>≤< b> 并 且 < b>≤< a>，其 中

< a>为a的等价类。

称W (A )(：=M∞ (A ) +商掉 Cuntz等价类）为

A的Cuntz半群。容易知道W (A )是一个正的部分

序 半 群 ，定 义 加 法 运 算 为 < a>+< b>=
< a⊕b>，序运算为< a>≤< b>。

A是稳定有限的C*‒代数，一个正元a∈A称为

是纯正元，如果满足a不Cuntz等价于一个投影。这

等价于0是a的谱点σ ( a )的聚点。

给定M∞ (A ) +中的正元 a和 ε>0，记 ( a- ε ) +
是由函数 f ( t )=max ( 0，t- ε )，t∈ σ ( a )通过函数验

算，对应于 C*( a )中正元，由函数验算知 (( a-
ε1) +- ε2) +=( a-( ε1+ ε 2 ) ) +。

定理 3［8］ A是一个有单位元稳定有限的 C*‒
代数。

（1）a，b∈A+，对于任意的 ε>0，假设 ||a- b||<
ε，则 存 在 A 中 一 个 压 缩 的 元 d 使 得

( a- ε ) +=dbd *。
（2）a，p是M∞ (A )两个正元，其中 p是一个投

影。如果< p>≤< a>，则存在M∞ (A )中的正元 s
使得< p>+< s>=< a>。

（3）下列等价①< a>≤< b>；②对于任意的

ε>0，<( a- ε ) + >≤< b>；③对于任意的 ε>0，
存在δ>0，使得<( a- ε ) + >≤<(b- δ )+>。

（4）a是一个纯正元，对于任意的δ>0，任意的

一 个 非 负 函 数 f ∈C0 ( 0，1 ]，满 足 || f ||=1，且 在

(δ/2，1)上 f =0，在 ( 0，δ2 )上 f >0，则 f ( a )≠0，且

<( a- δ ) + >+< f ( a )>≤< a>。

定义 1［9］ A是有单位元的C*‒代数。n≥1是
一 个 自 然 数 ，对 任 意 给 定 的 x∈W (A )，
UCFPn (W (A ) )表示最小的自然数m> n，满足对

于任意的W (A )中给定的元 y1，y2，⋯，ym，如果对于

任意的 j=1，⋯，m，x≤ nyj，则得到 x≤ y1+⋯+
ym。

定义 2［10］ A是有单位元的C*‒代数。k≥1是
自然数。称 1A ∈W (A )具有 k ‒局部可除性质，是

指存在 x1，x2，⋯，xk∈W (A )，对于任意的 j，mxj≤

1A ，且 1A ≤∑
i=1

k

nxi。称A具有 k ‒局部几乎可除

性质，是指对于所有的自然数m≥2，1A ∈W (A )
具有k ‒局部(m，m+1)可除性质。

定义 3［5］ 设A是一个无限维单的有单位元可

分的 C*‒代数，α：G→Aut(A )是有限群G作用在

C*‒代数A上。称 α具有迹Rokhlin性质，是指对于

任意的有限子集 F∈A，任意的 ε>0，任意的正元

b∈A，对任意的 g∈G，存在相互垂直的投影 eg∈A
满足：

（1）对于任意的g，h∈G，||ag ( eh)- egh||< ε。
（2）对于任意的g∈G和d∈F，||egd-deg||< ε。
（3）1- eMurray-von Neumann等价于由b在A

生成的可传C*‒子代数的一个投影。

（4）||ebe||≥ ||b||- ε。
引理 1［11］ Ω是一类C*‒代数，如果Ω中的C*‒

代数对于有单位元可传的C*‒子代数和张量上矩阵

代数是封闭的。由Ω中的C*‒代数迹逼近之后得到

的C*‒代数类记为TAΩ，则TAΩ中的C*‒代数对

于有单位元可传的C*‒子代数和张量上矩阵代数是

封闭的。

引理 2 A是一个无限维有单位元单的具有 k ‒
局 部 几 乎 可 除 性 质 的 C*‒ 代 数（ 或 者

UCFPn (W (A ) )=m），则A和矩阵代数的张量积，A
的有单位元的可传C*‒代数和A具有同样的性质。

证明：只证明A的有单位的可传C*‒代数具有

k ‒局部几乎可除性质，其他情况或者类似或者是平
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凡的。

设B=PAP是A的有单位元的可传C*‒代数，

只 要 证 明 ：对 于 任 意 的 自 然 数 m≥2，存 在

x1，x2，⋯，xk∈W (B ) 满 足 mxj≤ p ，且 p ≤

∑
i=1

k

(m+1) xi，由于A具有 k ‒局部可除性质，因此

存 在 y1，y2，⋯，yk∈W (A ) 满 足 myj≤ 1A 且

1A ≤∑
i=1

k

(m+1) yj，取 xi= pyi p，i=1，2，⋯，k，

则mxi≤ p ，p ≤∑
i=1

k

(m+1) xi。

2 主要结果

定理 4 Ω是稳定有限有单位元的C*‒代数类。

对于任意的B∈Ω，UCFPn (W (B ) )=m。则对于任

意 有 单 位 元 单 C*‒ 代 数 A∈TAΩ，
UCFPn (W (A ) )=m。

证明：对于任意的 ε>0，任意的1≤ i≤m，如果

< a>≤ n< bi>，只 要 证 明 <( a-2ε ) + >≤
< b1 >+< b2 >+⋯+< bm>即可。

证明这个定理分为三步。

第一步，假设 a和所有的 bi (1≤ i≤m )都不是

纯正元。

由于 a，bi (1≤ i≤m )，都不是纯正元，因此 a
Cuntz等价于某个投影q，bi Cuntz等价于投影pi (1≤
i≤m )。不妨设 a= q，bi= pi，1≤ i≤m，同时不妨

设pi和pj相互垂直。

对 于 F= {q，p1，⋯，pm}，任 意 的 ε'>0，由 于

A∈TAΩ，存在A的C*‒子代数B和一个非零的投

影p∈A，满足B∈Ω和1B= p，使得

（1）对于任意的x∈F，||xp- px||< ε'。
（2）对于任意的x∈F，pxp∈ ε'B。
由（1）和（2），存 在 投 影 q'，p'1，⋯，p'm ∈B，和

q ''，p ''1，⋯，p ''m ∈(1- p )A(1- p )，满足

||q - q'- q ''||<3ε'
||pi- p'i- p ''i ||<3ε'，1≤ i≤m
对于任意的 1≤ i≤m，由于< q>≤ n< pi>，

因此得到< q'>≤ n< p'i>和< q '' >≤ n< p ''i>。

由 于 B∈Ω，且 UCFPn (W (B ) )=m，因 此 得 到

< q'>≤< p'1 >+⋯+< p'm>。断言存在非零的

投影 r∈A，使得 < q'>+< r>≤< p'1 >+⋯+
< p'm>，否则 q'~p'1+⋯+ p'm，并且< q'>≤ n<

p'i>，对于任意的 1≤ i≤m，< p'1 >+⋯+< p'm>
≤ n< p'i>， 因 此 m< p'1+⋯+ p'm>≤ n<
p'1 +⋯+ p'm>，由于m> n，这与A是稳定有限的

C*‒代数矛盾。

对于 F= {q ''，p ''1，⋯，p ''m}，任意的 ε '' >0，由于

(1- p )A(1- p )∈TAΩ，存在一个 (1- p )A(1-
p )的 C*‒ 子代数 D 和一个非零的投影 s∈(1-
p )A(1- p )，满足D∈Ω和1D= s，使得

①对于任意的x∈F，||xs- sx||< ε ''。
②对于任意的x∈F，sxs∈ ε''B。

③<1- p- s>≤< r>。

由 ① 和 ② ，存 在 q '''，p '''1，⋯，p '''m ∈B 和

q ''''，p ''''1，⋯，p ''''m ∈(1- p- s )A(1- p- s )，满足

||q ''- q '''- q ''''||<3ε'
||p ''i- p '''i - p ''''i ||<3ε'，1≤ i≤m

对 于 任 意 的 1≤ i≤m， 由 于

< q '' >≤ n< p ''i>，因此< q ''' >≤ n< p '''i >。由于

UCFPn (W (D ) )=m，所 以 得 到 < q ''' >≤< p '''1 >
+⋯+< p '''m>。

最后得到

< q>=< q'+ q '''+ q '''' >≤
< q'>+< q ''' >+<1- p- s>≤
< q'>+< q ''' >+< r>≤
< p'1 >+⋯+< p'm>+< p '''1 >+⋯+< p '''m>≤
< p1 >+⋯+< pm>

第二步，对于某个1≤ i≤m，bi是纯正元。不妨

假设 b1是一个纯正元。同时不妨设 bibj=0，1≤
i，j≤m。由于< a>≤ n< bi>，由定理 3知，对于

任意的 ε>0，存在 δ>0，使得< a- ε>+≤ n<
b1-δ>+。

不 妨 假 设 3δ< ε，则 存 在 vk=( vki，j)，1≤ k≤
m，1≤ i，j≤ n，使得

v1 ( diag((b1-δ ) +，⋯，(b1-δ ) +)v*0 =diag( a-
ε ) +，0，⋯，0 )

v1 ( diag(bi，⋯，bi) )v*i =diag(( a- ε ) +，0，⋯，0 )，
2≤ i≤m
由定理 3，存在一个非零正元 d使得< b1-

δ>++<d>≤< b1 >。

对 于 F= {a，b1，⋯bn，d，vki，j，1≤ i，j≤ n，1≤
k≤m}，任意的 ε '' >0，由于A∈TAΩ，存在A的C*‒
子代数 B和一个非零的投影 p∈A，满足 B∈Ω和

1B= p，使得
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（1）对于任意的x∈F，||xp- px||< ε ''。
（2）对于任意的x∈F，pxp∈ ε''B。

（3）<1- p><<d>。

由（1）和（2）知，存在a'，b'1，⋯，b'n，vk'i，j∈B，1≤i，j≤
n，1≤k≤m，和 a''，b ''1，⋯，b ''n，vk''i，j∈(1-p )A(1-p )使
得

||a- a'- a''||<3ε ''

||bi- b'i- b ''i ||<3ε ''，1≤ i≤m
||vki，j- vk'i，j- vk''i，j||<3ε ''，1≤ i，j≤ n，1≤ k≤m
记 v'k=( vk'i，j)∈Mn (B )， v ''k=( vk''i，j)∈Mn ((1-

p )A(1- p ) )，则有

||v'1 ( diag((b'1-δ ) +，⋯，(b'1-δ ) +) )v '*1 -diag(( a'-
ε ) +，0，⋯，0 )||<3n2ε ''

||v'i ( diag((b'i，⋯，b'i) )v ''*i -diag(( a''-
ε ) +，0，⋯，0 )||<3n2ε ''，2≤ i≤m
由定理3，得到

<( a'- ε-3n2ε '' ) + >≤ n<(b'1-δ )+>
<( a'- ε-3n2ε '' ) + >≤ n< b'j>，2≤ i≤m

由于B∈Ω，因此，

<( a'- ε-3n2ε') + >≤<(b'1-δ ) + >+
< b'2 >+⋯+< b'm>
最后得到

<( a-2ε ) + >≤
< ( a- ε-3ε ''-3n2ε '' ) + >≤
< ( a'- ε-3n2ε '' ) + >+< a'' >≤
< ( a'- ε-3n2ε '' ) + >+<d>≤
< (b'1-δ ) + >+<d>+
< b'2 >+⋯+< b'n>≤
< b1 >+< b2 >+⋯+< bn>

第三步，假设所有的 bi (1≤ i≤m )都不是纯正

元，a是一个纯正元。由于 bi (1≤ i≤m )都不是纯

正元，因此存在投影 p1，⋯，pm，对于任意的 1≤ i≤
m，bi Cuntz等价于 pi。不妨假设对于任意的1≤ i≤
m，bi= pi。

由定理 3，存在一个非零的正元 d使得<( a-
δ ) + >+<d>≤< a>。

由于< a>≤ n< pi>，因此对于任意的 1≤
i≤m，<( a- δ ) + >+<d>≤ n< pi>。

因 此 存 在 vk=( vki，j)∈Mn (A )，1≤ k≤m，1≤
i，j≤ n满足

vi ( diag( pi，⋯，pi) )v*i =
diag(( a- δ ) ++d )，0，⋯，0 )
1≤ i≤m
对 于 F= {a，b1，⋯，bn，d，vki，j，1≤ i，j≤ n，1≤

k≤m}，和 ε'>0，由于A∈TAΩ，存在A的C*‒子代

数B和一个非零的投影 p∈A，满足B∈Ω和 1B= p，
使得

（1）对于任意的x∈F，||xp- px||< ε'。
（2）对于任意的x∈F，pxp∈ ε'B。

由（1）和（2）知，存在 a'，p'0，p'1，⋯，p'n，vk'i，j∈B，
1≤ i，j≤ n，1≤ k≤m， 和 a''，p ''1，⋯，p ''n，vk''i，j∈(1-
p )A(1- p )使得

||a- a'- a''||<3ε'
||d-d '-d ''||<3ε'

||pi- p'i- p ''i ||<3ε ''，1≤ i≤m
||vki，j- vk'i，j- vk''i，j||<3ε ''，1≤ i，j≤ n，1≤ k≤m
记 v'k=( vk'i，j)∈Mn (B )， v ''k=( vk''i，j)∈Mn ((1-

p )A(1- p ) )，则有

||v'i ( diag( p'i，⋯，p'i) )v '*i -
diag(( a''-δ ) ++
d ')，0，⋯，0 )||<3n2ε'

||v ''i ( diag( p ''i，⋯，p ''i ) )v ''*i -
diag(( a'' '-δ ) ++
d ''，0，⋯，0 )||<3n2ε'
1≤ i≤m

由定理3，得到

<( a'-δ-3n2ε') ++d '>≤ n< p'i>
由于B∈Ω，因此

<( a'-3n2ε'-δ ) + >+<d '>≤
< p'1 >+⋯+< p'm>

对 于 G= {a''，p ''1，⋯p ''k，d '，vk''i，j，1≤ i，j≤ n，1≤
k≤m}，任意的 ε '' >0，由于A∈TAΩ，存在A的C*‒
子代数 C和一个非零的投影 r∈A，满足 C∈Ω和

1c= r，使得

①对于任意的x∈G，||xr- rx||< ε ''。
②对于任意的x∈G，rxr∈ ε''C。

③<1- r>≤<d '>。

由①和②知，存在a'''，p '''1，⋯，p '''n，vk'''i，j∈B，1≤i，j≤
n，1≤k≤m，和 a''''，p ''''1，⋯，p ''''n，vk''''i，j∈(1-r )A(1-r )，
使得
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||a''- a'''- a''''||<3ε ''

||p ''i- p '''i - p ''''i ||<3ε ''，1≤ i≤m
||vk''i，j- vk'''i，j- vk''''i，j ||<3ε ''，1≤ i，j≤ n，1≤ k≤m
记 v '''k=( vk'''i，j)∈Mn (C )， v ''''k =( vk''''i，j )∈Mn ((1-

r )A(1- r ) )，其中1≤ i，j≤ n，1≤ k≤m，则有

||v '''1 ( diag(( p '''i，⋯，p '''i ) )v '''*i -diag(( a'''-δ ) ++
d '''，0，⋯，0 )||<6n2ε ''

||v '''1 ( diag(( p ''''i，⋯，p ''''i ) )v ''''*i -diag(( a''''-δ ) ++
d ''''，0，⋯，0 )||<6n2ε ''

由定理3知，对任意的1≤ i≤m，

<( a'''-δ-6n2ε '' ) ++d ''' >≤ n< p '''i >
由于C∈Ω，因此

<( a'''-δ-6n2ε '' ) + >+<d ''' >≤
< p '''1 >+⋯+< p '''n>
最后得到

<( a-2ε ) + >≤
<( a- δ-4ε ''-9n2ε '' ) + >≤
<( a'-δ-3n2ε '' ) + >+
<( a'''-δ-6n2ε '' ) + >+< a'''' >≤
<( a'-δ-3n2ε '' ) + >+
<d '>+<( a'''-δ-6n2ε '' ) + >≤
< p'1 >+⋯+< p'n>+<d>+
<( a'''-δ-6n2ε '' ) + >≤
< p'1 >+⋯+< p'n>+< p '''1 >+⋯+< p '''n>≤
< p1 >+⋯+< pn>

定理5［7］ Ω是一类有单位元的C*‒代数，Ω对于

有单位元的可传C*‒子代数和张量上一个矩阵代数

是封闭的。A∈TAΩ是一个无限维的单的有单位

元的C*‒代数。α：G→Aut(A )是有限群G作用在

C*‒代数A上，并且作用具有迹Rokhlin性质。则交

叉积代数C*(G，A，α )也在TAΩ中。

下面证明定理2。
证明：由引理2、定理4和定理5可以得到。

定理 6 Ω是一类有单位元稳定有限的C*‒代
数，对于任意的B∈Ω，B具有k ‒局部几乎可除性质。

则对于任意的单的有单位元的C*‒代数A∈TAΩ，
A具有k ‒局部几乎可除性质。

证明：需要证明存在x1，x2，⋯，xk∈M∞ (A ) +，使
得 对 于 任 意 的 1≤ j≤ k，任 意 的 2≤m，

<xj ⊕ xj ⊕⋯⊕ xj>≤<1 A>， 且 <1 A>≤
<⊕k

i=1 ( xi ⊕⋯⊕ xi)>，其中 xj重复m次，xi重复

m+1次。

对于F= {1A}，由于A∈TAΩ，存在A的C*‒子
代数B和一个非零的投影 p∈A，满足B∈Ω和 1B=
p。 由 于 p∈B 和 B∈Ω， 存 在

x'1，x'2，⋯，x'k∈M∞ (B ) +， 使 得 < p>≤
<⊕k

i=1 ( x'i ⊕⋯⊕x'i)>，<x'j⊕⋯⊕x'j>≤< p>，

其中其中x'j重复m次，x'i重复m+1次。

证明这个定理分三步。

第一步，假设 x'1，x'2，⋯，x'k∈M∞ (B ) + 都是投

影，并且假设 p~⊕k
i=1 ( x'i⊕⋯⊕x'i)，其中 x'i 重复

m+1 次 。 则 存 在 一 个 非 零 投 影 q 使 得

<( x'j⊕q )⊕( x'j⊕q )⊕⋯⊕( x'j⊕q )>≤< p>，其

中x'j⊕q重复m次。

对于F={1-p}，由于(1-p )A(1-p )∈TAΩ，存
有(1- p )A(1- p )的C*‒子代数D和一个非零投影

t∈(1- p )A(1- p )，满 足 D∈Ω 和 1D= t，使 得

<1- r- t>≤< q>。

由 于 t∈D 和 D∈Ω， 因 此 存 在

x ''1，x ''2，⋯，x ''k∈M∞ (D ) +，使得<x ''j⊕x ''j⊕⋯⊕x ''j>
≤< t>和< t>≤<⊕k

i=1 ( x ''i⊕⋯⊕x ''i )>，其中x ''j
重复m次，x ''i重复m+1次。

因此得到

<(( x'j⊕q )+x ''j )⊕(( x'j⊕q )+x ''j )⊕⋯⊕(( x'j⊕q )+
x ''j )>≤< p>+<1- p- t>+< t>=
<1A>≤< p>⊕< q>+< t>≤
<⊕k

i=1 (( x'j⊕q )⊕⋯⊕( x'j⊕q ) )>+
<⊕k

i=1 ( x ''i⊕⋯⊕x ''i )>≤<⊕k
i=1 ((( x'j⊕q )+

x ''j )⊕(( x'j⊕q )+x ''j )⊕⋯⊕(( x'j⊕q )+x ''j ) )> .
第二步，假设 x'1，x'2，⋯，x'k∈M∞ (B ) + 都是投

影，且< p><<⊕k
i=1 ( x'i⊕⋯⊕x'i)>，其中 x'i重复

m+1次。则存在非零投影 s，使得< p>+< s>
≤<⊕k

i=1 ( x'i⊕⋯⊕x'i)>。

对于F= {1- p}，由于 (1- p )A(1-p )∈TAΩ
存有(1- p )A(1- p )的C*-子代数D和一个非零投

影 t∈(1- p )A(1- p )，满足 D∈Ω和 1D= t，使得

<1- r- t>≤< s>。

由 于 t∈D 和 D∈Ω， 因 此 存 在

x ''1，x ''2，⋯，x ''k∈M∞ (D ) +，使得<x ''j⊕x ''j⊕⋯⊕x ''j>
≤< t>和< t>≤<⊕k

i=1 ( x ''i⊕⋯⊕x ''i )>，其中 x ''j
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重复m，x ''i重复m+1次。

因此得到

<( x'j+x ''j )⊕( x'j+x ''j )⊕⋯⊕( x'j+x ''j )>≤
< p>+<1- p- t>+< t>=<1A>≤
< p⊕s>+< t>≤<⊕k

i=1 ( x'j⊕⋯⊕x'j)>+
<⊕k

i=1 ( x ''i⊕⋯⊕x ''i )>≤
<⊕k

i=1 ((( x'j⊕x ''j )⊕( x'j+x ''j )⊕⋯⊕( x'j+x ''j ) )>
第三步，假设 x'1，x'2，⋯，x'k中存在一个纯正元，

不 妨 设 x'1 是 纯 正 元 。 由 于 < p>≤
<⊕k

i=1 ( x'i⊕⋯⊕x'i)>，对于任意的 ε>0，存在δ>
0，满足

< p>=<( p- ε ) + >≤<( x'1-δ ) +⊕( x'1-
δ ) +⋯⊕( x'1-δ ) +⊕k

i=2 ( x'i⊕⋯⊕x'i)>
其中( x'1-δ ) +和x'1重复m+1次。

由定理3，存在一个非零的正元d，使得<( x'1-
δ ) + >+<d>≤<x'1 >。

对于F={1-p}，由于(1-p )A(1-p )∈TAΩ，存
有 A的 C*-子代数 D和一个非零投影 t∈(1-
p )A(1- p )，满足 D∈Ω和 1D= t，使得<1- r-
t>≤<d>。

由 于 t∈D 和 D∈Ω， 因 此 存 在

x ''1，x ''2，⋯，x ''k∈M∞ (D ) +，使得<x ''j⊕x ''j⊕⋯⊕x ''j>
≤< t> 和 < t>≤<⊕k

i=1 ( x ''i⊕⋯⊕x ''i )>，其 中

x ''j重复m次，x ''i重复m+1次。

因此得到

<( x ''j+x'j)⊕( x ''j+x'j)⊕⋯⊕( x ''j+x'j)>≤< p>
+<1- p- t>+< t>=<1A>≤< p⊕d>+
< t>≤<( x'1-δ ) +⊕( x'1-δ ) +⊕⋯⊕( x'1-
δ ) +⊕d⊕k

i=2 ( x'i⊕⋯⊕x'i)>+
<⊕k

i=1 ( x ''i⊕⋯⊕x ''i )>≤<⊕k
i=1 (( x'j⊕x ''j )⊕( x'j+

x ''j )⊕⋯⊕( x'j+x ''j ) )>

下面给出定理1的证明。

证明：由引理2，定理5和定理6可以得到。
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