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求解带扰动的线性方程组的贪婪随机Kaczmarz方法

巫文婷
（北京理工大学 数学与统计学院，北京 100081）

摘要：当相容的线性代数方程组的右端向量发生扰动时，给

出了由贪婪随机Kaczmarz方法所产生的迭代解与原线性代

数方程组的最小范数解之间的期望误差的上界，并说明了随

着迭代步数的增长，该期望解误差以线性速率下降至一个给

定阈值。数值实验表明，该阈值能够很好地估计贪婪随机

Kaczmarz方法的迭代解误差所能达到的最小值。
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Greedy Randomized Kaczmarz Method
for Solving Noisy Linear Systems

WU Wenting
（School of Mathematics and Statistics， Beijing Institute of
Technology，Beijing 100081，China）

Abstract： When the right-hand side vector of the
consistent system of linear equations is disturbed by
noise，we give an upper bound for the error in expectation
between the iteration vector generated by the greedy
randomized Kaczmarz method and the least-norm solution
of the noise-free system of linear equations， and
illuminate that， as the iteration step increases， this
solution error in expectation decreases to a given
threshold with a linear rate. Numerical experiments show
that this threshold can give a good estimate of minimum
that the iterative solution error of the greedy randomized
Kaczmarz method can reach.
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property

对于系数矩阵为A∈Cm× n且右端向量为 b∈Cm

的大规模相容线性代数方程组

Ax= b （1）

的求解，Kaczmarz方法［1］是经典的行处理迭代方法，

在信号与图像处理领域有着广泛的应用。其每步迭

代只需按照给定的循环顺序选取系数矩阵的某一

行，并将当前迭代向量正交投影至由该行所形成的

超平面上。Strohmer等［2］提出按照与系数矩阵每一

行的欧氏范数平方成比例的概率准则随机选取系数

矩阵的行，得到了收敛更为快速的随机Kaczmarz方
法。若用 ( ⋅ ) *表示相应矩阵或向量的共轭转置，则

当初始迭代向量在A*的列空间中时，随机Kaczmarz
方法期望线性收敛［2-5］到线性代数方程组（1）的最小

欧氏范数解 x⋆ =A†b，其中A†表示系数矩阵A的

Moore-Penrose伪逆。当线性代数方程组（1）的右端

向量发生扰动时，Needell［6］给出了随机Kaczmarz方
法的期望解误差的上界，并说明了随着迭代步数的

增长，随机Kaczmarz方法的期望解误差会以线性速

率下降至一个误差阈值。之后，Zouzias等［7］对

Needell所提出的期望解误差的上界进行了改进。

影响随机Kaczmarz方法收敛速率的关键在于

其中所蕴含的用于选取每步迭代所需调用的系数矩

阵行的概率准则。为了提高随机Kaczmarz方法的

收敛速率，Bai等［8-9］提出了一个可以获取每步迭代

中残向量的模较大分量的概率准则，并基于该概率

准则构造出了贪婪随机Kaczmarz方法。当初始迭

代向量在A*的列空间时，贪婪随机Kaczmarz方法所

产生的迭代序列{xk}∞
k=0

收敛到线性代数方程组（1）
的最小范数解x⋆ =A†b且具有期望线性收敛速率
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其中 γ=  A 2
F- min

1≤ i≤m  A( i )
2

2
，且  A( i )

2

2
、 A 2

F 和

λmin (A*A)分别表示矩阵A第 i行的欧氏范数平方、

矩阵A的Frobenius范数平方和矩阵A*A的最小非

零特征值。

当线性代数方程组（1）的右端向量 b被加上一

个不为零的扰动向量 r∈Cm时，实际求解的线性代

数方程组问题将变为
Ax= y （2）

其中，y= b+ r。若对任意矩阵G∈Cm× n和任意向

量u∈Cm，用G ( )i 和u( )i 分别表示矩阵G的第 i行和向

量u的第 i个分量，由于贪婪随机Kaczmarz方法的第

k步迭代将当前迭代向量 xk投影至超平面A( )ik x=
y( )ik 上，而线性代数方程组（1）的最小范数解 x⋆ =
A†b满足Ax⋆ =y- r，故其并不能收敛到x⋆。在这

种情况下，本文对贪婪随机Kaczmarz方法的期望解

误差进行分析，得到了其上界，证明了随着迭代步数

的增长，由贪婪随机Kaczmarz方法所产生的迭代解

与原线性代数方程组（1）的最小范数解x⋆之间的误

差以线性速率下降至一个给定阈值。数值实验表明

本文所给出的阈值能够很好地估计贪婪随机

Kaczmarz方法的迭代解误差所能达到的最小值。

1 贪婪随机Kaczmarz方法

不失一般性，在本文的讨论中，总是假设系数矩

阵A不存在零行，即A( i ) ≠0，i=1，2，…，m。当线

性代数方程组（1）的右端向量发生扰动时，求解线性

代数方程组（2）的贪婪随机Kaczmarz方法［8］如下：

输入：A，y，ℓ与x0
输出：xℓ
1：for k=0，1，…，ℓ-1 do
2： 计算

εk= 1
2 ( 1

 y-Axk
2

2

max
1≤ i≤m{ || y( i )-A( i )xk 2

 A( i )
2

2
}+ 1

 A 2
F
)

3： 确定正整数指标集

Uk= {i|| y( i )-A( i )xk |2 ≥ εk  y-Axk
2

2  A( i )
2

2}
4： 计算向量 r͂k∈Cm的第 i个分量

r͂k ( i ) = {y( i )-A( i )xk， 如果i∈Uk

0， 否则

5： 按 照 概 率 Pr( row= ik)=
|| r͂k ( ik) 2

 r͂k 2

2

选 取

ik∈Uk

6： 令xk+1 =xk+
( )y( ik)-A( ik)xk

 A( ik)
2

2

(A( ik)) *

7：endfor
令R (A)和R (A)⊥分别为系数矩阵A的像空间

和其像空间的正交补子空间，则有 r= rR(A )+ rR(A )⊥，

其中 rR(A )和 rR(A )⊥分别表示向量 r在R (A)和R (A)⊥

上的正交投影。若线性代数方程组（1）右端向量的

扰动 r在系数矩阵A的像空间R (A)中，则线性代数

方程组（2）等价于线性代数方程组

Ax= b+ rR(A ) （3）

易知线性代数方程组（3）是相容的且其最小范数解

为 x͂⋆ =A† (b+ rR(A ))。此时，若初始迭代向量在A*

的列空间中，则求解线性代数方程组（2）的贪婪随机

Kaczmarz方法所产生的迭代序列{xk}∞
k=0

期望线性

收敛到 x͂⋆。

2 误差分析

与求解原线性代数方程组（1）的贪婪随机

Kaczmarz方法的分析［8］类似，根据求解线性代数方

程组（2）的贪婪随机Kaczmarz方法中 εk的定义可知，

对于k=1，2，…，由于

y( )ik-1 -A( )ik-1 xk=y( )ik-1 -A( )ik-1
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εk  A 2
F =

1
2

max
1≤ i≤m ( )|| y( i )-A( i )xk 2

 A( i )
2

2

∑
i=1

m  A( i )
2

2

 A 2
F

|| y( i )-A( i )xk 2

 A( i )
2

2

+ 1
2 =

1
2

max
1≤ i≤m ( )|| y( i )-A( i )xk 2

 A( i )
2

2

∑
i=1
i≠ ik-1

m  A( i )
2

2

 A 2
F

|| y( i )-A( i )xk 2

 A( i )
2

2

+ 1
2 ≥
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而对于k=0，有

ε0  A 2
F =

1
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max
1≤ i≤m ( )|| y( i )-A( i )x0 2
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2
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因此，可得引理1。
引理 1 求解系数矩阵为A∈Cm× n且右端向量

为 y∈Cm 的 线 性 代 数 方 程 组（2）的 贪 婪 随 机

Kaczmarz方法的概率准则中的量 εk，k=0，1，2，…，

满足

ε0 ≥ 1
 A 2

F

和

εk≥ 1
2 ( 1γ + 1

 A 2
F
)，k=1，2，…

其中γ=  A 2
F- min

1≤ i≤m  A( i )
2

2
。

当线性代数方程组（1）右端向量的扰动 r在

R (A)中时，若初始迭代向量在A*的列空间中，则求

解线性代数方程组（2）的贪婪随机Kaczmarz方法所

产生的迭代向量期望线性收敛到线性代数方程组

（3）的最小范数解 x͂⋆。对于一般的扰动情形，求解线

性代数方程组（2）的贪婪随机Kaczmarz方法所产生

的迭代向量与 x͂⋆之间的期望误差的上界可以由引理

2给出。

引理 2 如果初始迭代向量x0 ∈Cn在A*的列空

间中，则贪婪随机Kaczmarz方法求解扰动后的线性

代数方程组（2）所产生的迭代序列{xk}∞
k=0

与线性代

数方程组（3）的最小范数解 x͂⋆之间的期望误差满足

E  xk- x͂⋆ 2
≤ αk-1α0  x0- x͂⋆ 2

+ β
1- α

其中

α=1- λmin ( )A*A
4 ( )1

γ +
1

 A 2
F

，

α0 =1-
λmin ( )A*A

2 A 2
F

，

β=2 max
1≤ i≤m ( )|| r ( i )R(A )⊥

2

 A( i )
2

2

-
 rR(A )⊥

2

2

2 A 2
F

，

γ=  A 2
F- min

1≤ i≤m  A( i )
2

2
( 4 )

证明： 由求解线性代数方程组（2）的贪婪随机

Kaczmarz方法的定义和Ax͂⋆ = b+ rR(A )可知

xk+1- x͂⋆ =xk- x͂⋆+
y( ik)-A( ik)xk
 A( ik)

2

2

(A( ik)) * =

xk- x͂⋆+
b( ik)+ r ( ik)R(A )-A( ik)xk+ r ( ik)R(A )⊥
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2
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r ( ik)R(A )⊥

 A( ik)
2

2

(A( ik)) *

其中 I表示具有合适阶数的单位矩阵，则有

 xk+1- x͂⋆
2

2
=

























æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷I- ( )A( ik)

*
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 A( ik)
2

2

( )xk- x͂⋆

2

2

+

|| r ( ik)R(A )⊥
2

 A( ik)
2

2

（5）

用Ek表示固定前 k步迭代的条件期望，即Ek [ ⋅ ]=
E [ ⋅ |i0，i1，…，ik-1 ]，其中 il ( l=0，1，…，k-1)为第 l

步迭代所选取的行指标，则对等式（5）两边取条件期

望可得

Ek  xk+1- x͂⋆
2

2
=  xk- x͂⋆

2

2
-

∑
ik∈Uk

|
|
||

|
| y( )ik -A( )ik xk

2

∑
i∈Uk

|| y( )i -A( )i xk
2

|
|
||

|
| b( )ik + r ( ik)R(A )-A( )ik xk

2

 A( ik)
2

2

+

∑
ik∈Uk

|
|
||

|
| y( )ik -A( )ik xk

2

∑
i∈Uk

|| y( )i -A( )i xk
2

|| r ( ik)R(A )⊥
2

 A( ik)
2

2

由于

| y( )ik -A( )ik xk |2 = | b( )ik + r ( ik)R(A )+ r ( ik)R(A )⊥-A( )ik xk |2 ≤
(| b( )ik + r ( ik)R(A )-A( )ik xk |+ | r ( ik)R(A )⊥ |)

2

≤

2 | b( )ik + r ( ik)R(A )-A( )ik xk |2+2 | r ( ik)R(A )⊥ |
2

可知

| b( )ik + r ( ik)R(A )-A( )ik xk |2 ≥ 1
2 | y( )ik -A( )ik xk |2- | r ( ik)R(A )⊥ |

2

1468



第 10期 巫文婷，等：求解带扰动的线性方程组的贪婪随机Kaczmarz方法

则根据正整数指标集Uk的定义可得

Ek  xk+1- x͂⋆
2

2
≤  xk- x͂⋆

2

2
-

1
2 ∑ik∈Uk

|
|
||

|
| y( )ik -A( )ik xk

2

∑
i∈Uk

|| y( )i -A( )i xk
2

|
|
||

|
| y( )ik -A( )ik xk

2

 A( ik)
2

2

+

2 ∑
ik∈Uk

|
|
||

|
| y( )ik -A( )ik xk

2

∑
i∈Uk

|| y( )i -A( )i xk
2

|| r ( ik)R(A )⊥
2

 A( ik)
2

2

≤

 xk- x͂⋆
2

2
- 1
2 εk  y-Axk

2

2
+

2 max
1≤ i≤m ( || r ( i )R(A )⊥

2

 A( i )
2

2
)

对于在矩阵A*的像空间R(A*)中的任意向量

u，有不等式

 Au
2
2 ≥ λmin (A*A) u 2

2 （6）

成立。利用该不等式，通过引理 1、向量 b+ rR(A )-
Axk=A(x͂⋆-xk) ∈R(A )和向量 rR(A )⊥ 的正交性、

xk- x͂⋆ ∈R(A*) 以 及 γ≤  A 2
F 可 知 ，对 于 k=

1，2，…，有

Ek  xk+1- x͂⋆
2

2
≤  xk- x͂⋆

2

2
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4 ( 1γ +

1
 A 2

F
) y-Axk

2

2
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2

2
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2
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F
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2

2
+
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2
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2
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2

2
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ê
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F
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2
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2 max
1≤ i≤m ( || r ( i )R(A )⊥

2

 A( i )
2

2
)- 1

4 ( 1γ + 1
 A 2

F
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2
+

2 max
1≤ i≤m ( || r ( i )R(A )⊥

2

 A( i )
2

2
)-  rR(A )⊥

2

2

2 A 2
F

而对于k=0，有

E  x1- x͂⋆
2

2
≤  x0- x͂⋆

2

2
- 1
2 A 2

F
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2

2
+

2 max
1≤ i≤m ( || r ( i )R(A )⊥

2

 A( i )
2

2
)=
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2
- 1
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F
( b+ rR(A )-Ax0

2

2
+
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2

 A( i )
2

2
)-  rR(A )⊥

2

2

2 A 2
F

对不等式两边取期望可得对于k=1，2，…，有

E  xk+1- x͂⋆
2

2
≤αE  xk- x͂⋆

2

2
+β

而对于k=0，有
E  x1- x͂⋆

2

2
≤α0  x0- x͂⋆

2

2
+β

因此，由于0< α<1，β≥0，对于k=1，2，…，有

E  xk- x͂⋆
2

2
≤αE  xk-1- x͂⋆

2

2
+β≤

α2E  xk-2- x͂⋆
2

2
+αβ+ β≤⋯≤

αk-1E  x1- x͂⋆
2

2
+ (∑

i=0

k-2
αi) β≤

αk-1α0  x0- x͂⋆
2

2
+ (∑

i=0

k-1
αi) β≤

αk-1α0  x0- x͂⋆
2

2
+ β
1- α

由 Jensen不等式可知

E  xk- x͂⋆ 2
≤ (E  xk- x͂⋆

2

2)
1
2 ≤

(αk-1α0  x0- x͂⋆
2

2
+ β
1- α )

1
2
≤

αk-1α0  x0- x͂⋆ 2
+ β

1- α
基于引理2，关于求解扰动后的线性代数方程组

（2）的贪婪随机Kaczmarz方法所产生的迭代近似解

与原线性代数方程组（1）的最小范数解x⋆之间的期

望误差的上界，可以给出如下定理。

定理 1 如果初始迭代向量x0 ∈Cn在A*的列空
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间中且 x͂⋆为线性代数方程组（3）的最小范数解，则贪

婪随机Kaczmarz方法求解扰动后的线性代数方程

组（2）所产生的迭代序列{xk}∞
k=0

与原线性代数方程

组（1）的最小范数解x⋆ =A†b之间的期望误差满足

E  xk-x⋆ 2
≤ αk-1α0  x0- x͂⋆ 2

+ β
1- α +

 rR(A ) 2

λmin ( )A*A

其中，α、α0和β如（4）式中定义。

证明： 因为 x͂⋆-x⋆ ∈R(A*)，则通过不等式

（6）可知

 rR(A ) 2
=  A( )x͂⋆-x⋆

2
≥ λmin ( )A*A  x͂⋆-x⋆ 2

又因为有

 xk-x⋆ 2
=  xk- x͂⋆+ x͂⋆-x⋆ 2

≤  xk- x͂⋆ 2
+

 x͂⋆-x⋆ 2

成立，则由引理2可得

E  xk-x⋆ 2
≤E  xk- x͂⋆ 2

+  x͂⋆-x⋆ 2
≤

αk-1α0  x0- x͂⋆ 2
+ β

1- α +
 rR(A ) 2

λmin ( )A*A

定理1说明了当迭代步数 k趋于无穷时，贪婪随

机Kaczmarz方法求解扰动后的线性代数方程组（2）
所产生的迭代序列 {xk}∞

k=0
的期望相对解误差

E  xk-x⋆ 2  x⋆ 2
以 α的线性速率下降至某个

阈值，并给出了该阈值的估计

τ= 1
 x⋆ 2

( β
1- α +

 rR(A ) 2

λmin ( )A*A )
若 rR(A )⊥为零，则扰动后的线性代数方程组（2）

即为相容的线性代数方程组（3）。因此，求解线性代

数方程组（2）的贪婪随机Kaczmarz方法的迭代序列

{xk}∞
k=0

收敛到线性代数方程组（3）的最小范数解 x͂⋆，

且其与原线性代数方程组（1）的最小范数解x⋆的差

趋于 x͂⋆-x⋆。此时，如果初始迭代向量在A*的列空

间中，则求解线性代数方程组（2）的贪婪随机

Kaczmarz方法所产生的迭代序列{xk}∞
k=0

满足

E  xk-x⋆ 2

 x⋆ 2

≤ αk-1α0
 x0- x͂⋆ 2

 x⋆ 2

+

 x͂⋆-x⋆ 2

 x⋆ 2

≤ αk-1α0
 x0- x͂⋆ 2

 x⋆ 2

+

 rR(A ) 2

 x⋆ 2
λmin ( )A*A

若 rR(A )为零，则线性代数方程组（3）即为线性代

数方程组（1），且线性代数方程组（3）的最小范数解

x͂⋆即为x⋆ =A†b。此时，如果初始迭代向量在A*的
列空间中，则求解线性代数方程组（2）的贪婪随机

Kaczmarz方法所产生的迭代序列{xk}∞
k=0

满足

E  xk-x⋆ 2

 x⋆ 2

≤ αk-1α0
 x0-x⋆ 2

 x⋆ 2

+

1
 x⋆ 2

β
1- α

3 数值实验

通过数值实验测试贪婪随机Kaczmarz方法求

解带右端项扰动的线性代数方程组（2）时的数值表

现，并将所估计的阈值与贪婪随机Kaczmarz方法所

产生的真实迭代解误差进行比较。

所测试的系数矩阵A分为两类：一类为利用

MATLAB函数 randn随机产生的元素服从标准正

态分布的矩阵，矩阵维数分别为 200×100 000和
100 000×200；另一类为取自稀疏矩阵库［10］的稀疏

矩阵 bibd_16_8和 ash958，矩阵维数分别为 120×
12 870和958×292。

线性代数方程组（1）的右端向量 b取为Ax*，其
中x* ∈Rn是利用MATLAB函数 randn随机产生的。

线性代数方程组（1）的右端项的扰动向量 r分为三

类：一类为随机扰动，一类为在系数矩阵的像空间中

的扰动，另一类为在系数矩阵的像空间的正交补空

间中的扰动。这三类扰动均由 MATLAB函数

randn生成，并且其欧氏范数为原始右端向量 b的欧

氏范数的 0. 0005倍。由于 200×100 000的随机矩

阵和稀疏矩阵bibd_16_8为行满秩矩阵，故其所对应

的右端项扰动 r一定在其像空间中。所有计算均从

初始向量x0 =0开始。

图 1描绘了当线性代数方程组（1）的系数矩阵

为随机产生的矩阵且右端项扰动r为随机扰动时，贪

婪随机Kaczmarz方法重复运行 50次所产生的相对

解误差ERS的中值和阈值 τ分别取以 10为底的对数
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之后相对于迭代步数的曲线，其中

ERS =
 xk-x⋆ 2

 x⋆ 2

从图 1可以看出，贪婪随机Kaczmarz方法所产生的

相对解误差下降至10-3左右之后不再减小，且阈值 τ
能够很好地给出该最小值的估计。特别地，当系数

矩阵为 200×100 000的随机矩阵时，τ与真实相对

解误差所能达到的最小值非常接近。

图2描绘了对于100 000×200的随机产生的系

数矩阵，当线性代数方程组（1）的右端项扰动 r分别

在系数矩阵的像空间和系数矩阵的像空间的正交补

空间中时，贪婪随机Kaczmarz方法重复运行50次所

产生的相对解误差的中值和阈值 τ分别取以10为底

的对数之后相对于迭代步数的曲线。从图2可以看

出，贪婪随机Kaczmarz方法所产生的相对解误差下

降至 10-3左右之后不再减小，且阈值 τ能够很好地

给出该最小值的估计，特别当扰动向量r在系数矩阵

的像空间中时。

当线性代数方程组（1）的系数矩阵为稀疏矩阵

bibd_16_8和 ash958时，图 3描绘了右端项扰动 r为
随机扰动时，贪婪随机Kaczmarz方法重复运行50次
所产生的相对解误差的中值和阈值 τ分别取以10为
底的对数之后相对于迭代步数的曲线；图 4描绘了

右端项扰动 r分别在系数矩阵的像空间和系数矩阵

的像空间的正交补空间中时的相应曲线。类似地，

从图 3和图 4可以看出，贪婪随机Kaczmarz方法所

产生的相对解误差下降至 10-3左右之后不再减小，

且阈值 τ能够很好地给出该最小值的估计，特别当系

数矩阵为 bibd_16_8和当系数矩阵为 ash958且扰动

向量r在系数矩阵的像空间中时。

4 结论

当线性代数方程组的右端向量发生扰动时，证

图1 当m= 200，n= 100 000和m= 100 000，n= 200时，lgERS和 lg τ相对于迭代步数的曲线

Fig.1 Pictures of lgERS and lg τ versus the iteration step when m= 200,n= 100 000 and m= 100 000,n= 200

图2 当m= 100 000，n= 200且r∈R (A)和r∈R (A)⊥时，lgERS和 lg τ相对于迭代步数的曲线

Fig.2 Pictures of lgERS and lg τ versus the iteration step whenm= 100 000，n= 200,and r∈R (A) and r∈R (A)⊥

1471



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 49卷

明了贪婪随机Kaczmarz方法的期望解误差以线性

速率下降至一个给定阈值。数值实验表明该阈值能

够很好地估计贪婪随机Kaczmarz方法的迭代解误

差所能达到的最小值。可以发现当扰动不是很大且

对解的精度要求不是很高时，贪婪随机Kaczmarz方
法仍然能够很好地给出原线性代数方程组最小范数

解的近似。
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图3 当矩阵为bibd_16_8 和ash958 时，lgERS和 lg τ相对于迭代步数的曲线

Fig.3 Pictures of lgERS and lg τ versus the iteration step when the matrices are bibd_16_8 and ash958

图4 当矩阵为ash958且r∈R (A)和r∈R (A)⊥时，lgERS与 lg τ相对于迭代步数的曲线

Fig.4 Pictures of lgERS and lg τ versus the iteration step when the matrix is ash958, and r∈R (A)
and r∈R (A)⊥
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