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求解线性方程组稀疏解的稀疏贪婪随机
Kaczmarz算法

王 泽，殷俊锋
（同济大学 数学科学学院，上海 200092）

摘要：求解线性方程组的稀疏解在图像重构、信号处理和机

器学习等领域中具有广泛的应用，通过引入 l1-范数正则化，

可以转化为求解一个约束优化问题。基于一种选择系数矩

阵工作行的概率准则，提出了稀疏贪婪随机Kaczmarz算法，

并给出了有噪声干扰和无噪声干扰情况下该算法的收敛性

分析。理论表明本文算法的收缩因子小于随机稀疏

Kaczmarz算法的收缩因子。数值实验验证了本文算法的有

效性。
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Sparse Greedy Randomized Kaczmarz
Method for Sparse Solutions to Linear
Equations

WANG Ze，YIN Junfeng
（School of Mathematical Sciences，Tongji University，Shanghai
200092，China）

Abstract： The sparse solution to linear equations has
been widely used in image reconstruction， signal
processing，and machine learning. By introducing l1 norm
regularization， it can be transformed into solving a
constrained optimization problem. Based on a novel
probability criterion for selecting the working rows from
the coefficient matrix， a sparse greedy randomized
Kaczmarz method was proposed，and the convergence
analysis of the novel method with and without noise
interference were conducted，which showed that the
convergence factor of the novel method was smaller than
that of the randomized sparse Kaczmarz method. The
numerical experiments verified the effectiveness of the
proposed method.

Key words： Kaczmarz method； sparse solution；

convergence；randomized iteration

求解线性方程组Ax= b的稀疏解在图像重构、

信号处理和机器学习中具有广泛应用［1-4］。通过引入

l1-范数，求解线性方程组的稀疏解可以转化为求解

式（1）正则化最小二乘问题：

min
x∈Rn

f (x)= λ x 1+
1
2  x 2

2 s.t. Ax= b （1）

求解该问题常见的算法包括基追踪方法、

Bregman方法、共轭梯度方法等［5-7］。

自 Strohmer 和 Vershynin［8］ 证 明 了 随 机

Kaczmarz算法具有线性收敛率以来，许多专家学者

对随机 Kaczmarz 算法进行了深入的研究［9-11］。

Kaczmarz算法求解的是最小二乘解，通常是稠密的，

为了求解线性方程组的稀疏解，文献［12］提出稀疏

Kaczmarz算法，该算法在原有的Kaczmarz算法基础

之上引入了软阈值函数，解决了最小二乘解稠密性

的问题。

在线性方程组相容的情况下，文献［13］证明了

稀疏Kaczmarz算法迭代收敛到问题（1）的唯一解。

令右端噪声项 bδ满足‖b- bδ‖2 ≤δ时，线性方程

组可能不相容，文献［14-15］证明了随机Kaczmarz算
法的迭代值依期望收敛，并且与无噪声情况下有相

同的收缩因子。文献［16］在稀疏Kaczmarz算法基

础之上，提出了随机稀疏Kaczmarz算法，并在有噪

声干扰和无噪声干扰的情况下给出了随机稀疏

Kaczmarz算法的收敛性分析。当系数矩阵的行范数

相差较小时，随机Kaczmarz算法将等概率选取A的

行，此时随机Kaczmarz算法的收敛速率较慢，因此
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Bai和Wu［17］结合贪婪和随机思想，提出一种新的概

率准则来选取工作行，形成贪婪随机Kaczmarz算
法。更多贪婪随机Kaczmarz算法的研究参见文献

［18-21］。
在稀疏随机Kaczmarz算法的基础之上［21］，受贪

婪算法的启发，本文提出稀疏贪婪随机Kaczmarz算
法，给出稀疏贪婪随机Kaczmarz算法在有噪声干扰

和无噪声干扰情况下的收敛性分析，并以大量的数

值实验验证本文算法的计算效率。

符号标记如下，定义 x̂为线性方程组Ax= b的
解，其中A∈Rm× n，b∈Rm，a i表示系数矩阵A的第 i
行。支持集 S=supp( x̂ )= {j∈{ 1，…，n } ∣x̂ j≠0}是
列向量 x̂中非零元的下标所构成的集合，AS是A的

子矩阵，由支持集S中的指标选取系数矩阵A的列

构成，a iS表示的是AS的第 i行，xS是在支持集S限制

下 的 列 向 量 ； 定 义 σ̂min (A )=
min{σmin (AJ) ∣J⊂{ 1，…，n }，AJ≠0}为子矩阵AJ的

最小奇异值，其中AJ为指标集 J中A的列构成的子

矩阵，令 κ͂= ‖A‖F

σ̂min (A )
；⊙为哈达玛积（Hadamard

product）；k̂为对支持集大小的估计值；w j为稀疏随

机Kaczmarz算法第 j次迭代的权重值，w j∈Rm×1。

1 稀疏贪婪随机Kaczmarz算法

当Ax= b的解x稀疏时，文献［21］提出了稀疏

随 机 Kaczmarz 算 法 ，加 快 了 算 法 的 收 敛 速 率

（算法1）。
算法 1 稀疏随机 Kaczmarz算法［21］。①输入

A∈Rm× n，b∈Rm，最大迭代数M和估计的支持集的

大小 k̂。②输出x j。③初始化S= {1，…，n}，x0 =0，
j=0。④当 j≤M时，置 j= j+1。⑤选择行向量

a i，i∈{ 1，…，n }，每一行对应的概率为
‖ai‖2

2

‖A‖2
F
。⑥

确定估计的支持集 S，S=supp ( |x j-1 max { k̂，n- j+1 })。

⑦生成权重值 w j，w j ( l )=
ì

í

î

ïï
ïï

1 l∈S
1
j

l∈Sc。⑧ x j=

x j-1+
b i- w j⊙ai，x j-1

( )w j⊙a i
2

2

(w j⊙a i)T。⑨转步骤④。

稀 疏 随 机 Kaczmarz 算 法 可 以 用 比 随 机

Kaczmarz算法更少的迭代步数找到最小二乘解。由

于支持集和稀疏度都是未知的，因此稀疏随机

Kaczmarz算法从支持集中所有元素的稀疏度的初始

估计开始，然后在每一次迭代中，稀疏随机Kaczmarz
算法通过去掉向量x中数量级最小的元素下标来更

新估计的支持集。该算法第 j次迭代的加权准则为

w j ( l )=
ì

í

î

ïï
ïï

1 l∈S
1
j

l∈Sc

其中，j为迭代步数。当 j→∞时，w j⊙a i→a iS，因此

原线性方程组退化成
b=Ax=ASxS

由于κ (AS) ≤ κ (A )，因此稀疏随机Kaczmarz算
法的收敛因子小于随机Kaczmarz算法。但是由于

最小二乘解总是稠密的，该算法在求解超定线性方

程组时，虽然在稀疏解零元对应位置上的元素很小，

但仍然不等于零，因此在文献中提出稀疏Kaczmarz
算法，文献［16］在稀疏Kaczmarz算法的基础上，提

出了随机稀疏Kaczmarz算法（算法2）。
算法 2 随机稀疏 Kaczmarz算法［16］。①输入

A∈Rm× n，b∈Rm，最大迭代数M。②输出 xk。③初

始化：x0 =x *0 =0。④置 k=0，当 k≤M-1时。

⑤选择行向量 a ik，ik∈{ 1，…，n }，每一行对应的概率

为
‖a ik‖2

2

‖A‖2
F
。⑥ x *k+1 =x *k-

a ik，xk - b ik
‖a ik‖2

2
⋅a ik。⑦

xk+1 =Sλ (x *k+1)。⑧转步骤④。

算 法 2 中 λ>0，Sλ ( x )=max { |x|- λ，0 }⋅
sign( x )。结合稀疏随机Kaczmarz算法和随机稀疏

Kaczmarz算法的思想，受贪婪算法的启发，本文提出

稀疏贪婪随机Kaczmarz算法，在保证算法能够计算

出稀疏解的同时，通过贪婪的概率准则来选择工作

行从而达到加快算法收敛速度的目的。算法3给出

稀疏贪婪随机Kaczmarz算法。

算法3 稀疏贪婪随机Kaczmarz算法。①输入

A∈Rm× n，b∈Rm，最大迭代数M和估计的支持集的

大小 k̂。②输出 xk。③初始化 S= {1，…，n}，x0 =
x *0 =0。④置k=0时，当k≤M-1时。⑤计算

ϵk= 1
2 ( 1
‖b-Axk‖2

2
max
1≤ ik≤m{ || b ik-a ikxk

2

‖a ik‖2
2 }+

1
‖A‖2

F ) （2）

⑥决定正整数指标集

Uk= {ik| || b ik-a ikxk
2
≥ ϵk‖b-Axk‖2

2‖a ik‖2
2}（3）
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⑦计算向量 r͂k的第 i行 r͂ ( i )k

r͂ ( i )k = {b( i )-A( i )xk 若i∈Uk
0 其他

⑧以概率准则 p ( rrow = ik)
|| r ( i )k
2

‖rk‖2
2
选择 ik∈Uk。⑨确

定估计的支持集S，如下：S=supp ( |xk max { k̂，n- k })。⑩
生成权重值wk+1

wk+1 (l)= {1 l∈S
1
k+1

l∈Sc

⑪计算

x *k+1 =x *k+
b ik- wk+1⊙a ik，xk
‖wk+1⊙a ik‖2

2
(wk+1⊙a ik)

T

⑫计算 xk+1 =Sλ (x *k+1)。⑬转步骤④。

2 稀疏贪婪随机Kaczmarz算法的收
敛性分析

为了证明求解正则基追踪问题（1）稀疏贪婪随

机Kaczmarz算法依期望线性收敛，先回顾一些基本

的概念和性质［22］。

令 f：Rn→R是凸函数，用 ∂f ( x )表示 f在x∈Rn

的次微分

∂f ( x )= {x* ∈Rn∣f ( y )≥ f ( x )+

x*，y-x ∀y∈Rn}
其中，∂f ( x )是一个非空紧凸集。

定义1 凸函数 f：Rn→R，如果存在α>0，使得

对任意的x，y∈Rn且x* ∈ ∂f ( x )，有

f ( y )≥ f ( x )+ x*，y-x + α
2 ⋅‖y-x‖

2
2

那么 f是强凸的，当和α的具体值相关时，则称 f是α-

强凸的。

定义 2［22］如果 f：Rn→R是 α-强凸，那么它的共

轭函数 f * (x*)：=supx∈Rn x*，x - f ( x )可微且有

1/α-Lipschitz连续梯度，例如

(∇f * (x*)-∇f * (y*))
2
≤ 1
α ⋅ (x

*-y*)
2
，∀x*，y* ∈Rn

有式（4）不等式成立：

f * (y*) ≤ f * (x*)+ ∇f * ( )x* ，y*-x* +
1
2α‖y

*-x*‖2
2 ∀x*，y* ∈Rn

（4）

定义3 令 f：Rn→R是强凸函数，那么x，y∈Rn

之间的 Bregman距离 Dx*
f ( x，y )由 f和一个次梯度

x* ∈ ∂f ( x )定义

Dx*
f ( x，y )：= f ( y )- f ( x )-

x*，y-x = f * (x*)- x*，y + f ( y )
如果 f是可微的，那么有 ∂f ( x )={ ∇f ( x ) }，因为

Df ( x，y )= f ( y )- f ( x )- ∇f ( y )，y-x ，所以可

以简化来写Df ( x，y )=Dx*
f ( x，y )。

下面的引理都遵循强凸性的假设［13］，给出了随

机方法收敛性分析所需的 Bregman距离的关键

性质。

引理 1［13］令 f：Rn→R是 α强凸函数，对任意的

x，y∈Rn和x* ∈ ∂f ( x )、y* ∈ ∂f ( y )有
α
2‖x- y‖

2
2 ≤Dx*

f ( x，y )≤ x*-y*，x- y ≤

(x*-y*)
2
⋅‖x- y‖2

因此

Dx*
f ( x，y )=0 ⇔ x= y

对于序列 xk和 x *k ∈∂f ( xk)，Dx *k
f (xk，y)的有界性

意味着xk和x *k 有界。如果 f有一个L–Lipschitz连续

梯度，那么也有Df ( x，y )≤
L
2 ⋅‖x- y‖

2
2。

定义 4 令 f：Rn→R是强凸函数，且C⊂Rn是

一个非空闭凸集，则 x到C上的Bregman投影是关

于 f和x* ∈ ∂f ( x )满足下式的唯一点Πx*C ( x )∈C：
Dx*
f (x，Πx*C ( x ) )= min

y∈C
Dx*
f ( x，y )=：distx*f ( x，C )2

对于可微的 f，可以简化为ΠC ( x )和dist f ( x，C )。
引理 2［13］令 f：Rn→R是强凸函数，x到C上的

Bregman投影点 x̂∈C是与 f和x* ∈ ∂f ( x )相关，当且

仅当存在一个 x̂* ∈ ∂f ( x̂ )满足式（5）或式（6）：
x̂*-x*，y- x̂ ≥0，∀y∈C （5）

D x̂*
f ( x̂，y )≤Dx*

f ( x，y )-Dx*
f ( x，x̂ ) ∀y∈C（6）

可以叫这样的点 x̂*是 x̂=Πx*C ( x )的可允次梯度。

引理3表明，Bregman投影到仿射子空间和半空

间可以通过求解可微共轭函数 f *的无约束优化问题

来计算。

引理 3［13］令 f：Rn→R是 α-强凸函数，A∈Rm× n，

b∈Rm，u∈Rn和β∈R。
（1）x∈Rn到仿射空间 L(A，b )：={ x∈Rn|Ax=

b }≠∅的Bregman投影是

x̂：=Πx*L(A，b ) ( x )=∇f * (x*-ATŵ)
其中 ŵ∈Rm是下式的解：

min
w∈Rm

f * (x*-ATw)+ w，b
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更重要的是，根据引理2，x̂*：=x*-ATŵ是 x̂的可允

次 梯 度 。 如 果 A 行 满 秩 ，那 么 对 任 意 的

y∈L(A，b )有

Dz*
f ( z，y )≤Dx*

f ( x，y )-
α
2 ⋅ ((AAT)-

1
2 (Ax- b ) )

2

2

（2） x∈Rn 到 超 平 面 H (u，β )：=
{ x∈ }Rn∣ u，x =β 满足u≠0的Bregman投影是

x̂：=Πx*H (u，β ) ( x )=∇f * (x*- t̂ ⋅u)
其中 t̂∈R是下式的解：

min
t∈R

f * (x*- t ⋅u)+ t ⋅ β
更重要的是 x̂*：=x*- t̂ ⋅u是 x̂的可允次梯度，对任

意的y∈H (u，β )有

Dx̂*
f ( x̂，y )≤Dx*

f ( x，y )-
α
2 ⋅
( u，x -β )2
‖u‖2

2

如果 x不是在半空间H≤ (u，β )：= {x∈Rn∣ u，x ≤
β}，那么有必要满足 t̂>0，Πx*H≤ (u，β ) ( x )= x̂且上面的

不等式对任意的y∈H≤ (u，β )都成立。

引 理 4［16］ 对 于 任 意 的 x∈Rn 满 足

∂f ( x )∩R (AT)≠∅ 和 任 意 的 x* =
AT y∈∂f ( x )∩R (AT)，有

Dx*
f ( x，x̂ )≤ 1

σ̂ 2min (A )
⋅ |x̂|min+2λ|x̂|min ⋅‖Ax- b‖2

2

定理 1（无噪声情况）令 κ͂= ‖A‖F

σ̂min (A )
，ϵk=

1
2 ( 1

( )b-Axk
2

2

max1≤ik≤m{ || b ik-a ikxk
2

‖a ik‖2
2 }+ 1

‖A‖2
F )。

稀疏贪婪随机Kaczmarz算法所产生的迭代序列 xk
依期望线性收敛到唯一解 x̂，其收缩因子为

q=1- 1
κ͂2
⋅ ϵk‖A‖

2
F

2 ⋅ |x̂|min
|x̂|min+2λ （7）

从而

E [Dx *k+1
f (xk+1，x̂)]≤ q ⋅E [Dx *k

f (xk，x̂)]
且

E é
ë
ê(xk- x̂) 2

ù
û
ú ≤ q

k
2 ⋅ 2λ‖x̂‖1+‖x̂‖2

2

证明 根据引理 3的（2）中的估计，有式（8）
成立：

Dx *k+1
f (xk+1，x̂) ≤Dx *k

f (xk，x̂)- 1
2 ⋅

( )a ik，xk - b ik
2

‖( )a ik
2

2
‖

（8）

对式（8）两边同时取条件期望有

E [ ]Dx *k+1
f ( )xk+1，x̂ ∣i0，…，ik-1 ≤

Dx *k
f ( )xk，x̂ -∑ ik∈Uk

|| b ik-a ikxk
2

∑ i∈Uk
|| b i-a ixk 2 ⋅

1
2 ⋅

( )a ik，xk - b ik
2

( )a ik
2

2

=Dx *k
f ( )xk，x̂ -

∑ ik∈Uk

|| b ik-a ikxk
2

∑ i∈Uk
|| b i-a ixk 2 ⋅
1
2 ⋅

|a ik ( xk- x̂ )|2
‖a ik‖2

2
（9）

根据式（2）和式（3）的定义，有不等式（10）成立：

| b ik-a ikxk |
2
≥ ϵk‖b-Axk‖2

2‖a ik‖2
2，∀ik∈Uk （10）

将式（10）代入到式（9）中，从而有

E [ ]Dx *k+1
f ( )xk+1，x̂ ∣i0，…，ik-1 ≤

Dx *k
f ( )xk，x̂ -∑ ik∈Uk

|| b ik-a ikxk
2

∑ i∈Uk
|| b i-a ixk 2 ⋅

1
2 ⋅
|a ik ( xk- x̂ )|2
‖a ik‖2

2
≤Dx *k

f ( )xk，x̂ -

1
2 ⋅
∑ ik∈Uk

| aik ( xk- x̂ )|2

∑ i∈Uk
|| b i-a ixk 2 ⋅ ϵk ⋅

‖b-Axk‖2
2=Dx *k

f ( )xk，x̂ - 1
2 ⋅

∑ ik∈Uk
| b ik-a ikxk|2

∑ i∈Uk
|| b i-a ixk 2 ⋅ ϵk ⋅‖b-Axk‖2

2=

Dx *k
f ( )xk，x̂ - 1

2 ⋅ ϵk ⋅‖b-Axk‖
2
2

（11）
由式（11）的推导，可以得出

E [Dx *k+ 1
f (xk+ 1，x̂) ∣i0，…，ik- 1] ≤ Dx *k

f (xk，x̂)-
1
2 ⋅ ϵk ⋅ ‖b- Axk‖2

2

根据引理 4有
E [ ]Dx *k+ 1

f ( )xk+ 1，x̂ ∣i0，…，ik- 1 ≤

Dx *k
f ( )xk，x̂ - 1

2 ⋅ ϵk ⋅
σ͂ 2min| x

̂
|min

|x̂|min + 2λ ⋅ D
x *k
f ( )xk，x̂ ≤

( )1- 1
2 ⋅ ϵk ⋅ σ͂

2
min

|x̂|min
|x̂|min + 2λ ⋅ D

x *k
f ( )xk，x̂

（12）
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由于 κ͂= ‖A‖F

σ͂min (A )
，从而

E [Dx *k+ 1
f (xk+ 1，x̂) ∣i0，…，ik- 1] ≤(1- 1

κ͂2
⋅

ϵk ⋅ ‖A‖2
F

2 ⋅ |x̂|min
|x̂|min + 2λ ) ⋅ D

x *k
f (xk，x̂) （13）

令 q= 1- 1
κ͂2
⋅ ϵk ⋅ ‖A‖

2
F

2 ⋅ |x̂|min
|x̂|min + 2λ，则

E [Dx *k+ 1
f (xk+ 1，x̂)] ≤ q ⋅ E [Dx *k

f (xk，x̂)]
根据引理 1，令 α=1可得

E [‖xk- x̂‖2] ≤ q
k
2 ⋅ 2λ‖x̂‖1 +‖x̂‖2

2

证毕。

定理 2 （有噪声情况）已知右段噪声项

bδ ∈ Rm 满足‖b- bδ‖2 ≤ δ。如果稀疏贪婪随

机 Kaczmarz 算法的迭代值 xk 由 bδ 替代 b 来计

算，那么有噪声干扰和无噪声干扰有相同的收

缩因子

q= 1- 1
κ͂2
⋅ ϵk‖A‖

2
F

2 ⋅ |x̂|min
|x̂|min + 2λ 且

E é
ë
ê(xk- x̂)

2
ù
û
ú ≤ q

k
2 ⋅ 2λ‖x̂‖1 +‖x̂‖2

2 +

2|x̂|min + 4λ
ϵk ⋅ |x̂|min ⋅ δ

‖A‖F ⋅ σ͂min (A )
证明 令

x δk：= x̂+ bδik- b ik
‖aik‖2

2
⋅ a ik ∈H (a ik，bδik)

和式（8）相类似有

Dx*k+ 1
f (xk+ 1，x δk ) ≤ Dx *k

f (xk，x δk )- 1
2 ⋅

( )a ik，xk - bδik
2

( )a ik
2

2

（14）

将式（14）进行简单的变换等价于式（15）：

Dx *k+ 1
f (xk+ 1，x̂) ≤ Dx *k

f (xk，x̂)- 1
2 ⋅

( )a ik，xk - bδik
2

( )a ik
2

2

+ x *k+ 1 - x *k，x δk - x̂ （15）

在 稀 疏 贪 婪 随 机 Kaczmarz 算 法 中 有

x *k+ 1 - x *k =-
a ik，xk - bδik
‖a ik‖2

⋅ a ik 因此

x *k+ 1 - x *k，x δk - x̂ =
bδik- b ik
‖a ik‖2

2
⋅ x *k+ 1 - x *k，a ik =

( )bδik- b ik
2

‖a ik‖2
2
-

( )bδik- b ik ⋅ ( )a ik，xk - b ik
‖a ik‖2

2

而

- 12 ⋅
( )a ik，xk - bδik

2

‖a ik‖2
2

=- 12 ⋅

( )a ik，xk - b ik
2

‖a ik‖2
2

+

( )bδik- b ik ⋅ ( )a ik，xk - b ik
‖a ik‖2

2
- 1
2 ⋅

( )bδik- b ik
2

‖a ik‖2
2

所以

Dx *k+ 1
f (xk+ 1，x̂) ≤ Dx *k

f (xk，x̂)- 1
2 ⋅

( )a ik，xk - b ik
2

‖a ik‖2
2

+ 1
2 ⋅

( )bδik- b ik
2

‖a ik‖2
2

类似于无噪声情况的证明方法可以得到

E [Dx *k+ 1
f (xk+ 1，x̂)] ≤ q ⋅ E [Dx *k

f (xk，x̂)]+
1
2 ⋅

( )bδ- b
2

2

‖A‖2
F

通过归纳得出

E [Dx *k
f (xk，x̂)] ≤ qk ⋅ (λ‖x̂‖1 + 1

2‖x̂‖
2
2) +

1
1- q ⋅

1
2 ⋅

( )bδ- b
2

2

‖A‖2
F

由引理 1，令 α= 1，且 u+ v ≤ u + v，有

E é
ë
ê(xk- x̂)

2
ù
û
ú ≤ q

k
2 ⋅ 2λ‖x̂‖1 +‖x̂‖2

2 +

1
1- q ⋅

‖bδ- b‖2
2

‖A‖2
F

（16）

将 q= 1- 1
κ͂2
⋅ ϵk‖A‖

2
F

2 ⋅ |x̂|min
|x̂|min + 2λ 代入式（16）

中就可以得到

E é
ë
ê(xk- x̂) 2

ù
û
ú ≤ q

k
2 ⋅ 2λ‖x̂‖1+‖x̂‖2

2 +

2|x̂|min+4λ
ϵk ⋅ |x̂|min ⋅ δ

‖A‖F ⋅ σ͂min (A )
证毕。

注意到稀疏贪婪随机Kaczmarz算法的收缩因

子为

q=1- 1
κ͂2
⋅ ϵk‖A‖

2
F

2 ⋅ |x̂|min
|x̂|min+2λ

文献［16］定理3. 2中随机稀疏Kaczmarz算法的收缩

因子为

1509



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 49卷

q͂=1- 1
κ͂2
⋅ 12 ⋅

|x̂|min
|x̂|min+2λ

因

max
1≤ ik≤m ( || b ik-a ikxk

2

‖a ik‖2
2 )≥ ∑ik=1m ‖a ik‖2

2

‖A‖2
F
⋅

|| b ik-a ikxk
2

‖a ik‖2
2

= ‖b-Axk‖2
2

‖A‖2
F

从而ϵk‖A‖2
F≥1，因此

q≤ q͂
由此可以得出稀疏贪婪随机Kaczmarz算法的收

缩因子小于随机稀疏Kaczmarz算法的收缩因子。一

般而言，收缩因子越小，收敛速度越快，因此理论分

析表明稀疏贪婪随机Kaczmarz算法收敛速度会比原

有的随机稀疏Kaczmarz算法的收敛速度更快。

3 数值实验

通过随机生成的高斯矩阵和矩阵市场中的矩阵

2个数值实验算例来比较稀疏贪婪随机Kaczmarz
（SGRK）算法、随机稀疏Kaczmarz（RaSK）算法和稀

疏随机Kaczmarz（SRK）算法的收敛速度。为了能够

使三者收敛到相同解上进行比较，在本次数值实验

中，在稀疏随机Kaczmarz算法最后一步加上了软阈

值函数Sλ ( x )参与迭代以保证求得稀疏解。对相同

参数的同一个线性方程组Ax= b做了20次试验，得

到迭代步数（IT）和CPU计算时间的平均值。解的

相对误差（RSE）定义为

rRSE =
‖xk- x̂‖2

2

‖x̂‖2
2
.

例例 1 利用Matlab软件中的 randn函数随机生成

系数矩阵A和xn×1，其中有 k× n个非零元，之后利

用 b=A×x 得到相容线性方程组，初始向量

x0 = 0。取 k͂=2× k，通过 k来设置解的稀疏度，其

中 k͂是对稀疏度的初始估计值。

当解稀疏度为 0. 2、0. 4、0. 6以及 0. 8时，表 1和
表2分别给出了系数矩阵A的维数为1000×150和
4 000×300时的 SGRK算法、RaSK算法和 SRK算

法的迭代步数和计算时间。

当稀疏度为 0. 2和 0. 8时，图1和图2分别给出

系数矩阵A的维数为1 000 × 150和4 000 × 300时
3种算法近似解的相对误差随迭代步数变化的曲线。

通过表1和表2中的实验数据以及图1和图2中
的变化曲线可以看出，随着稀疏解非零元个数的不

断增加，SRK算法的收敛曲线不断向RaSK算法的

收敛曲线靠拢，这是因为SRK算法在对应零元位置

上乘以权重，加速减小零元位置上的元素，因此在零

元较多的情况下，SRK算法的收敛速度更快。但是，

由于SRK算法的计算过程较为复杂，因此在计算时

间上一开始低于RaSK算法，后来在迭代步数不明

显占优的情况下，计算时间要多于 RaSK算法。

SGRK算法在2种算法的基础之上，每次以贪婪的概

率准则随机选取行指标进行迭代，因此SGRK算法

的计算时间和迭代步数都要优于其他2种算法。

例例2 选取了矩阵市场中的一些矩阵进行数值实

验。为了得到超定的系数矩阵，将所有的欠定矩阵

取转置之后再做数值实验，取稀疏度估计为 k̂= 2k，
稀疏度 k=0. 2 n。表 3列出的是测试矩阵的相关

信息。

对于测试的矩阵，表 4给出了 SGRK算法、

RaSK算法和 SRK算法的迭代步数和运行时间。

图 3对应于表 4，给出了 3种算法近似解的相对

误差随着迭代步数的变化曲线。通过对比可以发

现，在无噪声干扰的情况下，SGRK算法的迭代步数

和CPU运行时间都优于原来的RaSK算法和 SRK
算法。

图 4和图 5描述SGRK算法、SRK算法和RaSK
算法在有噪声干扰的系统中的一些数值实验结果。

用Matlab软件中的 randn随机生成高斯矩阵和范数

为0. 02的独立高斯噪声进行数值实验。

图 4和图 5中水平的实线是SGRK算法的相对

表1 m = 1 000、n = 150时SGRK、RaSK 和 SRK 的迭代

步数和计算时间

Tab. 1 Iteration steps and computation time of
SGRK, RaSK and SRK（m = 1 000、n = 150）

稀疏
度

0. 2 n
0. 4 n
0. 6 n
0. 8 n

SGRK
迭代步

数

158. 80
273. 35
360. 65
363. 05

计算时
间

0. 014 6
0. 023 5
0. 026 3
0. 025 9

RaSK
迭代步

数

2 496. 50
2 491. 20
2 552. 00
2 597. 50

计算时间

0. 053 0
0. 053 3
0. 055 2
0. 054 7

SRK
迭代步

数

1 082. 10
1 972. 00
2 559. 40
2 557. 30

计算时间

0. 038 1
0. 064 9
0. 082 7
0. 080 4

表 2 m = 4 000、n = 300时SGRK、RaSK 和 SRK 的迭代

步数和计算时间

Tab. 2 Iteration steps and computation time of
SGRK, RaSK and SRK（m = 4 000、n = 300）

稀疏
度

0. 2 n
0. 4 n
0. 6 n
0. 8 n

SGRK
迭代步

数

259. 95
418. 45
522. 90
523. 30

计算时
间

0. 094 0
0. 146 8
0. 188 2
0. 190 9

RaSK
迭代步

数

4 224. 40
4 302. 50
4 344. 60
4 435. 90

计算时间

0. 226 4
0. 229 9
0. 245 1
0. 237 3

SRK
迭代步

数

2 057. 00
3 736. 00
4 372. 70
4 442. 40

计算时间

0. 152 6
0. 306 7
0. 330 1
0. 321 0
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误差阈值，水平的虚线是RaSK算法的相对误差阈

值，图 4是在有噪声干扰的情况下，解的稀疏度为

0. 2时 3种算法的近似解的相对误差随迭代步数的

变化曲线。其中图 4a描述系数矩阵 A的维数为

1 000 × 150时的收敛情况，图 4b描述的是系数

矩阵A的维数为 4 000×300时的收敛情况。

图 5是在有噪声干扰的情况下，解的稀疏度为

0. 6时 3种算法的近似解的相对误差随迭代步数的

变化曲线。其中图 5a和图 5b分别画出的是系数矩

阵A的维数为 1 000 × 150和 4 000×300时 3种算

法的收敛曲线。

由图 4和图 5可以看出，在有噪声干扰的情况

下，SGRK算法优于其他 2种算法最先达到稳定阈

值。另外，在图4和图5中分别用水平的实线和虚线

画出了SGRK算法的相对误差阈值和RaSK算法的

相对误差阈值，通过数值实验表明，由定理 2中

图1 当矩阵AA的维数为1 000 × 150时SGRK、RaSK和SRK算法的收敛曲线

Fig. 1 Convergence curves of SGRK, RaSK and SRK methods for Example 1 at a matrix A of 1 000 × 150

图2 当矩阵AA的维数为4 000 × 300时SGRK、RaSK和SRK算法的收敛曲线

Fig. 2 Convergence curves of SGRK, RaSK and SRK methods for Example 1 at a matrix A of 4 000 × 300

表3 矩阵信息

Tab. 3 Matrix information for Example 2

矩阵名称

WorldCities
bibd_13_6

Crew1
Trec8

阶数

315×100
78×1 716

135 × 6 469
23×84

稠密度/%
23. 87
19. 23

5. 38
28. 42

秩

100
78

135
23

条件数

66. 00
6. 27

18. 2
26. 89

表4 SGRK、RaSK 和 SRK 的迭代步数和计算时间

Tab. 4 Iteration steps and computation time of SGRK, RaSK and SRK

矩阵名称

bibd_13_6

Trec8

crew1

WorldCities

SGRK

迭代步数

134. 40

53. 85

433. 35

482. 30

计算时间

0. 015 0

0. 002 4

0. 118 0

0. 032 1

RaSK

迭代步数

1 681. 80

10 697. 00

13 222. 00

19 706. 00

计算时间

0. 078 9

0. 217 8

1. 468 4

0. 654 5

SRK

迭代步数

753. 15

580. 80

6 050. 30

2 909. 10

计算时间

0. 039 4

0. 015 1

0. 747 1

0. 116 6
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图3 SGRK、RaSK 和 SRK 算法在稀疏度 k = 0.2 n时的收敛曲线

Fig. 3 Convergence curves of SGRK, RaSK and SRK methods convergence curve for Examples 2 at a sparsity
k = 0.2 n

图4 SGRK、RaSK 和 SRK 算法在稀疏度k = 0.2 n时误差阈值和实际误差比较

Fig. 4 Comparison of error threshold and actual error of SGRK, RaSK and SRKmethods at a sparsity k = 0.2n

图5 SGRK、RaSK 和 SRK 算法在稀疏度k = 0.6 n时误差阈值和实际误差比较

Fig. 5 Comparison of error threshold and actual error of SGRK, RaSK and SRKmethods at a sparsity k = 0.6n
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SGRK算法推导出来的阈值更接近实际情况。

4 结论

在 随 机 稀 疏 Kaczmarz 算 法 和 稀 疏 随 机

Kaczmarz算法的基础上，受贪婪算法的启发，提出稀

疏贪婪随机Kaczmarz算法，给出了新算法的收敛性

分析，且在有噪声干扰和无噪声干扰的情况下，通过

理论证明了新算法的收缩因子小于随机稀疏

Kaczmarz算法的收缩因子。数值实验表明所提出的

新算法在迭代步数和计算时间上均优于传统的随机

稀疏Kaczmarz算法。
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