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求解实对称互补特征值问题的积极集方法

雷 渊，朱 琳，李 斌
（湖南大学 数学学院，湖南 长沙 410082）

摘要：基于序列二次规划算法构造了求解实对称互补特征

值问题的一类积极集方法。 通过特殊的积极集指标选取策

略，该积极集方法计算得到的迭代序列具有单调下降特征，

并从理论上证明了该方法的收敛性。 数值实验结果表明该

方法是行之有效的，并且在互补性和迭代时间上均优于

Matlab软件的内置算法。
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Active Set Method for Solving Real
Symmetric Complementary Eigenvalue
Problem

LEI Yuan，ZHU Lin，LI Bin
（School of Mathematics，Hunan University，Changsha 410082，
China）

Abstract： Based on the sequential quadratic
programming algorithm，a class of active set methods for
solving real symmetric complementary eigenvalue
problems is constructed in this paper. By designing a
special strategy with the active set index selection，the
iterative sequence generated by the active set method has
the characteristics of monotonous decline， and the
convergence of the method is theoretically proved. The
numerical experimental results show that the method is
effective and superior to built-in algorithm of MATLAB in
complementarity and iteration time.
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互补特征值问题［1］（EiCP）是一类特殊的互补

问题［2］，又称为锥约束下的特征值问题［3-5］，它是经典

特征值问题的推广。近年来，互补特征值问题受到

了广泛的关注，在结构机械系统的动力学分析、信号

处理、摩擦弹性系统和声波系统的稳定性分析以及

流体动力学等方面都涉及到互补特征值问题的理论

和对应的特征值与特征向量的计算问题［6-8］。

目前关于互补特征值问题研究主要集中于2类
常用的自对偶锥：非负锥和二阶锥［9-10］。当锥为非负

锥Rn
+时，该问题又称为Pareto特征值问题，其数学

描述为：给定n阶实矩阵A和对称正定矩阵B，求实

数λ∈R和非零向量x∈Rn满足

x≥ 0，Ax- λBx≥ 0，xT (Ax- λBx )=0 （1）

称满足式（1）的实数λ是矩阵对 (A，B )的一个Pareto
特征值，x是相应的互补特征向量。 当式（1）中的矩

阵A为实对称矩阵时，该问题可称为对称Pareto特
征值问题。由于Pareto特征值问题（1）等价于单纯

形上一个连续函数的变分不等式问题，所以该问题

的解一定存在［11］。

与线性或非线性互补问题类似，利用非线性互

补函数可以将Pareto特征值问题等价地转化成一个

非光滑方程组，然后用半光滑牛顿方法求解［12］，但是

它在许多情况下会失败。另外，求解约束规划问题

的内点算法［13］、投影算法［14］以及 DC（difference of
convex functions）算法［15］都可用于计算大规模实对

称互补特征值，但都存在计算效率不高的问题。在

文献［16］中提出了一种具有谱选择搜索方向的块积

极集算法（BAS），并通过大量的计算实验证明了其

有效性。

序列二次规划（SQP）算法是求解非线性规划问

题的一种高效算法［17-18］。 序列二次规划算法通过构

造一系列二次规划子问题来求解非线性规划问题，

而积极集方法适合求解二次规划问题。本文主要将

积极集方法和序列二次规划算法相结合，构造求解
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对称Pareto特征值问题的一类积极集方法。

1 求解对称Pareto特征值的序列二次

规划方法

主要讨论对称Pareto特征值问题，即矩阵A、B
都是对称矩阵，其中B是对称正定矩阵。当矩阵A
非正定，可以找到一个足够大的正常数 δ>0，使得

矩阵 A+ δB是正定的。若 ( λ，x )是矩阵对 (A+
δB，B )的Pareto特征值和特征向量，则由式（1）可以

很容易地得到 ( λ- δ，x )是矩阵对 (A，B )的一个

Pareto特征值和特征向量。 因此下面仅考虑A、B
都是对称正定矩阵的情况，用符号Sn+表示n阶实对

称正定矩阵的集合。

在求解对称Pareto特征值问题时，可以将原问

题（1）转化为如下约束优化问题：

min
x∈Rn

f ( x )= 1
2 x

TAx

s.t. 12 x
TBx-1=0

x≥0

（2）

其拉格朗日函数为

L( x，λ，z )= 1
2 x

TAx- λ ( 12 xTBx-1)- zTx
（3）

显然问题（2）的稳定点满足如下KKT（Karush-Kuhn-
Tucker）条件：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Ax- λBx= z
1
2 x

TBx-1=0

xTz=0
z，x≥ 0

（4）

式中：λ∈R、z∈Rn
+为相应等式约束和不等式约束的

拉格朗日乘子。从式（4）可以知道 ( λ，x )是原问题

（1）的一个解。因此可以利用序列二次规划方法找

到优化问题（2）的一个稳定点，继而得到原问题（1）
的一个Pareto特征值和其特征向量。

首先由当前迭代点xk构造二次规划子问题：

min
d∈Rn

1
2 d

TMd+(Axk)Td

s.t. ( Bxk)Td+ 1
2 x

T
k Bxk-1=0

d+xk≥0

（5）

其中矩阵M是个对称正定矩阵。当可行域非空时，

问题（5）有解且有唯一解，记问题（5）的解为dk。用

dk作为第 k次迭代的搜索方向，再选取适当步长αk，
从而由迭代格式为xk+ 1=xk+αkdk生成序列 { xk}。
可以证明当问题（5）的解 dk= 0时，xk就是原问题

（1）的一个Pareto特征向量。

下面定义一个罚函数Pσ ( x )：

Pσ ( x )= f ( x )+ σ | 12 xTBx-1 | （6）

式中：σ是罚参数，σ>0。 在经典的序列二次规划算

法中，当给定的罚参数 σ对所有的 k都满足 σ>|λk|，
其中λk是问题（5）等式约束的拉格朗日乘子，则dk是

罚函数Pσ ( x )的下降方向。又因为罚函数Pσ ( x )>
0有下界，故算法可收敛。在文献［19］中有类似证

明，这里不再阐述。在后面的数值实验中，发现这确

实可以实现，其罚参数σ随着每次迭代而更新。

简单描述用SQP算法求解对称正定矩阵Pareto
特征值的基本框架如下。

（1）初始值。①给定对称正定矩阵A，B∈Sn+；
②选取对称正定矩阵M ∈Sn+和罚参数 σ>0；③选

取误差参数 ε>0和初始迭代点x0 ≥ 0，k=0。
（2）迭代。①求出子问题（5）唯一解dk；②如果

 dk ≤ ε，则算法停止，输出xk。否则，转至步骤③；

③选取恰当的步长α k∈(0，1 ]，使得Pσ ( xk+αkdk)=
min
0< α≤1

Pσ ( xk+α dk)；④xk+ 1=xk+αkdk，k= k+1，

转至步骤①。

从上面算法可知，利用序列二次规划问题求

Pareto特征值问题需要找到适当的步长 α k∈(0，1 ]，
使得 Pσ ( xk+αkdk)= min

0< α≤1
Pσ ( xk+αdk)。在研究

过程中发现函数Pσ ( xk+αkdk)在区间 ( 0，1 ]上是分

段连续函数，可以直接计算出需要的步长，这里就不

赘述求解过程，直接给出结果（详见文献［19］）。
定理 1 设 xk 和 dk 由算法 SQP生成，假设

dk≠0且 σ> ρ，其中 ρ是矩阵B-1A的谱半径。如

式（1）和式（2）选取的步长αk：
（1）当 ck>0时

αk=
ì

í

î

ïï
ïï

1，1≤ δk
δk，δ1k<δk<1
δ1k，δk≤δ1k

（2）当 ck≤0时

αk= {1，1≤ δkδk，δk<1
则有 Pσ ( xk+αkdk)= min

0< α≤1
Pσ ( xk+α dk)。式中：
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ck=1- 1
2 x

T
k Bxk， δk=-

xTk Adk+ σck
d Tk (A+ σB )dk

， δ1k=

-ck+ c2k+2ckd Tk Bdk
d Tk Bdk

。

定理 2 设 { xk}是算法SQP生成的迭代序列，

当罚参数 σ对所有的 k都满足 σ>max{ }|λk|，ρ ，其中

λk是问题（5）等式约束的拉格朗日乘子，ρ是矩阵

B-1A的谱半径，则序列 { xk}的任意聚点都是原问题

（1）的一个Pareto特征向量。

从上面可以发现算法SQP的主要思想是用子

问题（5）解dk作为搜索方向，生成迭代序列，最后收

敛到原问题的解。如何快速精确求解子问题（5）是

问题的关键，下面利用积极集方法求解子问题。

2 积极集算法

众所周知，积极集方法被认为是求解中小规模

二次规划问题的高效的算法之一。本节主要目的是

构造一类有效求解子问题（5）的解dk的积极集方法。

已知当前点 xk，为了简洁，将下面的量重新进行标

记：q：=Axk，b：=Bxk，c：=1- 1
2 x

T
k Bxk，则可行域

可简记为D：={ d|bTd= c，d+xk≥0 }。进而子问

题（5）可以简写为

min
d∈Rn

g (d )= 1
2 d

TMd+qTd

s.t. bTd= c
d+xk≥0

（7）

对于对称正定矩阵M，当可行域D非空时，易知问题

（7）存在唯一解。那么dk是问题（7）的解当且仅当存

在( λk，zk)满足下面KKT条件：

ì

í

î

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

Mdk+q= λkb+ zk
bTdk= c
zTk (dk+xk)=0
dk+xk≥ 0
zk≥ 0

（8）

其中 λk∈R、zk ∈Rn
+分别是等式约束和不等式约束

的拉格朗日乘子。

下面定义 2个指标集：Jk= J (dk)={ i|(dk) i+
( xk) i=0，i∈N }，Ik=N/Jk，称 Jk为问题（7）在点dk
处的积极集，其中 N={ 1，2，⋯，n }。若 dk 是问题

（7）的解，不难发现dk也是如下二次规划问题的稳

定点：

min
d∈Rn

ĝ (d )= 1
2 d

TMd+qTd

s.t. bTd= c
di=-( xk) i，i∈ Jk

（9）

引理1 若问题（9）有解，则其解为

d̂k= ( )-xJk
d̂Ik

其中 d̂Ik满足下面方程：

é

ë
êê

ù

û
úú

MI bIk
bTIk 0 ( )d̂Ik

-λ̂k
= ( )MI，J xJk-qIk

bTJk xJk+ c
（10）

证明 不失一般性，对矩阵和向量进行如下

分块：

M=
é

ë
êê

ù

û
úú

MJk，Jk MJk，Ik

MIk，Jk MIk，Ik

= é
ë
ê

ù
û
ú

MJ MJ，I

MI，J MI

b= ( )bJkbIk ，q= ( )qJkqIk
d= ( )dJk

dIk
，xk= ( )xJk

xIk

其中MJk，Ik表示抽取矩阵M的 Jk行和 Ik列上的元素

组成的主子矩阵，dJk={ di|i∈ Jk}。令

ĝ (d )= 1
2 d

TMd+qTd=

1
2 dIk

TMIdIk+(MI，JdJk+qIk)TdIk+
1
2 dJk

TMJdJk+qJk TdJk
则问题（9）转化为

min ĝ (d )= 1
2 dIk

TMIdIk+(MI，JdJk+

qIk)TdIk+
1
2 dJk

TMJdJk+qJk TdJk
s.t. bTIkdIk=-bTJkdJk+ c

dJk=-xJk

（11）

又因为 dJk=-xJk，所以只需要求出 d̂Ik 的值即可。

显然可以通过解下面优化问题得到要求的值 d̂Ik。

min ḡ (dIk)=
1
2 dIk

TMIdIk+(-MI，J xJk+qIk)TdIk
s.t. bTIkdIk= bTJk xJk+ c

（12）

问题（12）的解满足KKT条件：

{MId̂Ik- λ̂kbIk=MI，J xJk-qIk
bTIk d̂Ik= bTJk xJk+ c
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其中 λ̂k是其相应的拉格朗日乘子，显然解 ( d̂Ik，λ̂k)是
下面方程的解：

é

ë
êê

ù

û
úú

MI bIk
bTIk 0 ( )d̂Ik

-λ̂k
= ( )MI，J xJk-qIk

bTJK xJk+ c
证毕。

综上可知，二次规划问题（7）的解也是问题（9）
的解，可通过求解问题（9）来找到问题（7）的解。由

于问题（9）依赖于问题（7）的最优解dk，所以解决问

题（7）的关键步是确定哪些不等式约束是积极的，即

设计一类确定指标集 Jk的策略。

下面建立积极集法求解子问题（7）的基本框架。

（1）初始值。①给定对称正定矩阵M ∈Sn+，向
量xk ∈Rn，q∈Rn，b∈Rn及标量 c∈R；②选取初始点

d0 ∈D，令 k=0，Kk 为空集；③确定初始积极集：

Jk= J (d0)={ i|(d0) i+( xk) i=0 }，Ik=N/Jk。
（2）迭代。①求问题（9）的解 ( d̂k，λ̂k)；②求 ẑk=

Md̂k+q- λ̂kb；③ 判 断 。（a）若 d̂k+xk≥0，且

ẑk≥0，则算法停止，输出 ( d̂k，λ̂k，ẑk)；（b）若 d̂k+
xk≥0，但 存 在 指 标 i 使 得 ( ẑk) i<0，则 令 Ĵk=
{ i|( d̂k) i+( xk) i=0 }，显然有 Jk⊆ Ĵk，这里又分 2种
情况讨论：情况1，若 Jk⊂ Ĵk，则取dk+ 1= d̂k，Kk+1为

空集，Jk+1 = Ĵk，Ik+1 =N/Jk+1；情况 2，若 Jk= Ĵk，取
dk+1 = d̂k， Kk+1 ={ i∈ Ĵk|( ẑk) i<( ẑk) m}， Jk+1 =
Jk/Kk+1，Ik+1 =N/Jk+1，其中 (ẑk)

m
表示向量 ẑk中第

m小的分量；（c）若存在 i使 ( d̂k) i+( xk) i<0，即
d̂k ∉D。令 Sk={ i∈ Ik|( d̂k) i+( xk) i<0 }，分 2种情

况 讨 论 ：情 况 1，若 Kk∩Sk=∅，令 β* =

min{( xk) i+(dk) i(dk) i-( d̂k) i
|i∈Sk}，d ( β )=dk+β ( d̂k-dk)，

求 出 βk 使 得 g (d ( βk) )= min
0≤ βk≤β*

g (d ( β ) )，则 取

dk+ 1=d (βk)，Kk+1 为 空 集 ，Jk+1 ={ i|(dk+1) i+
( xk) i=0 }，Ik+1 =N/Jk+1；情况 2，若 Kk∩Sk≠∅，

求出下面优化问题的解 d͂k：

min
d∈Rn

g͂ (d )= 1
2 d

TMd+qTd

s.t. bTd= c
dJk=-( xk) Jk
dIk+( xk) Ik≥ 0

（13）

取 dk+ 1= d͂k，Kk+1 为 空 集 ，Jk+1 ={ i|(dk+ 1) i+
( xk) i=0 }，Ik+1 =N/Jk+1；④ k= k+1，转 至 步

骤①。

接下来讨论积极集算法的一些基本性质。

定理 3 设若序列 { dk}由积极集算法生成，其

中 d0 ∈D，xk≥0，则有如下性质：①对任意的 k都
有，dk ∈D，即 bTdk= c，dk+xk≥0；②对任意的 k
都有，g (dk+1)≤ g (dk)，且等号成立当且仅当dk+1 =
dk。

证明 （1）用归纳法证明。因为d0 ∈D，不妨假

设dk ∈D成立，所以只需证dk+1 ∈D即可。在积极

集算法的情况（a）、（b）中dk+1 = d̂k，dk+1是问题（9）
的解，显然有 dk+1 ∈D。在情况（c）中分 2种情况

讨论。

情况 1：当Kk∩Sk=∅时，因为dk+xk≥ 0，所
以 对 ∀i∈Sk，有 dk+xk> 0。 又 因 为 Sk=
{ i∈ Ik|( d̂k) i+( xk) i<0 }，所以对 ∀i∈Sk，有 ( d̂k) i<
-(xk)

i
< (dk)

i
，进而可知β* >0。而

( xk) i+(dk) i
(dk) i-( d̂k) i

= ( xk) i+(dk) i-( d̂k) i+( d̂k) i
(dk) i-( d̂k) i

=

1+ ( xk) i+( d̂k) i
(dk) i-( d̂k) i

<1

综 上 可 知 0< β* <1。 令 d*=d ( β*)=dk+
β* ( d̂k-dk)，下面证明d* ∈D。

等 式 约 束 ：bTd*= bT (dk+β* ( d̂k-dk) )=
bTdk+β* ( bTd̂k- bTdk)= c。

不等式约束分 2种情况如下。①当 i∉Sk时，易

知(dk) i+( xk) i≥0，( d̂k) i+( xk) i≥0。所以有

(d*) i+( xk) i=(dk) i+β* (( d̂k) i-(dk) i)+
( xk) i=(1- β*)(dk) i+

β* ( d̂k) i+( xk) i=(1- β*)((dk) i+
( xk) i)+β* (( d̂k) i+( xk) i)≥0

②当 i∈Sk时，易知( d̂k) i- (dk)
i
<0。所以有

(d*) i+( xk) i=(dk) i+β* (( d̂k) i-(dk) i)+
( xk) i=(dk) i+( xk) i+β* (( d̂k) i-(dk) i)≥

(dk) i+( xk) i+
(dk) i+( xk) i
(dk) i-( d̂k) i

(( d̂k) i

-(dk) i)=0
综上可知d*+xk≥ 0，所以d* ∈D。又因为dk+ 1=
d (βk)，0≤ βk≤β*，显然 dk+ 1 也满足 bTdk+ 1= c，
dk+ 1+xk≥ 0，即dk+ 1 ∈D。

情况 2：当Kk∩Sk≠∅时，则 dk+ 1是问题（13）
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的解，显然有dk+ 1 ∈D。

（2）由上可知dk、dk+ 1都在可行域内，由于dk和
dk+ 1有多种取法，下面分情况讨论。

当dk= d̂k- 1时，且 Ĵk={ i|( d̂k-1) i+( xk) i=0 }，
即dk是如下问题的解：

min
d∈Rn

ĝ (d )= 1
2 d

TMd+qTd
s.t. bTd= c

d i=-( xk) i
i∈ Jk-1

①若dk+1 = d̂k，那么dk+1是问题（9）的稳定点，显然

dk 也满足问题（9）的约束条件，则易得 g (dk+1)=
ĝ (dk+1)≤ ĝ (dk)=g (dk)，即 g (dk+1)≤g (dk)，等号

成 立 当 且 仅 当 dk+1 =dk。②若 dk+1 =d ( βk)=
dk+βk ( d̂k-dk)， 由 算 法 可 知 g (d ( βk) )=
min

0≤ βk≤β*
g (d ( β ) )，显然有 g (dk+1)≤ g (dk)，等号成立

当且仅当dk+1 =dk。③若dk+1 = d͂k，即dk+1是问题

（13）的解，显然dk也满足问题（13）的约束条件，同①
可 知 g (dk+1)≤ g (dk)，等 号 成 立 当 且 仅 当

dk+1 =dk。
当 dk= d̂k- 1 且 Jk= Jk-1/Kk、或 者 dk=dk+

βk-1 ( d̂k- 1-dk- 1)、或者dk= d͂k- 1这 3种情况时，在

这里就不一一讨论了，与情况 dk= d̂k- 1 且 Ĵk=
{ i|( d̂k-1) i+( xk) i=0 }相同，可证 g (dk+1)≤ g (dk)，
等号成立当且仅当dk+1 =dk。证毕。

从上面定理 3可知由积极集算法生成的序列

{ dk}在可行域内，且保证目标函数g (d )下降。

定理 4 若 ( d̂k，λ̂k，ẑk)是算法输出的解，则有如

下性质：①bTd̂k= c；② d̂k+xk≥ 0；③ ẑk=Md̂k+
q- λ̂kb；④ ẑk≥ 0；⑤ ẑTk ( d̂k+xk)=0，综 上 可 知

( d̂k，λ̂k，ẑk)是问题（7）的解。

证明 由积极集算法和定理3，性质①②③④显

然易得，所以只需证明 ẑTk ( d̂k+xk)=0。因为 ẑk=
Md̂k+q- λ̂kb，即

( )ẑJkẑIk = ( )MJ MJ，I

MI，J MI ( )d̂Jk

d̂Ik
+ ( )qJkqIk - λ̂k ( )bJkbIk

所以

ẑJk=MJd̂Jk+MJ，I d̂Ik+qJk- λ̂kbJk
ẑIk=MI，Jd̂Jk+MId̂Ik+qIk- λ̂kbIk

由引理 1知，d̂k= ( )-xJk
d̂Ik

，且 ( d̂Ik，λ̂k)满足KKT条件

MId̂Ik- λ̂kbIk=MI，J xJk-qIk，则
ẑIk=MId̂Ik- λ̂kbIk+MI，Jd̂Jk+qIk=
MI，J xJk-qIk+MI，Jd̂Jk+qIk=
MI，J xJk-qIk-MI，J xJk+qIk=0

可知 ẑk= ( )ẑJk0 ，所以 ẑTk ( d̂k+xk)=0。证毕。

定理 4表明可以通过积极集算法找到问题（7）
的解，即子问题（5）的解。积极集算法相当于是个组

合问题，这保证了算法会在有限步结束，接下来讨论

算法中一些具体问题，如在算法迭代步③中求解出

βk使得g (d ( βk) )= min
0≤ βk≤β*

g (d ( β ) )。

定理 5 在 积 极 集 算 法 中 ，若 g (d ( βk) )=
min

0≤ βk≤β*
g (d ( β ) )，则

βk=
ì

í

î

ïï
ïï

β* ，β* ≤β0

β0 ，0< β0 <β*

0 ，β0 ≤0
（14）

其 中 d̄k= d̂k-dk，β0 =-
d Tk Md̄k+qTd̄k

d̄ Tk Md̄k
，β* =

min{( xk) i+(dk) i(dk) i-( d̂k) i
|i∈Sk}。

证明 令 d̄k= d̂k-dk，则d ( β )=dk+β ( d̂k-
dk)=dk+βd̄k。而

g (d ( β ) )=g (dk+βd̄k)=
1
2 (dk+βd̄k)

TM (dk+βd̄k)+

qT (dk+βd̄k)= 1
2 ( d̄

T
k Md̄k) β2+

(qTd̄k+d Tk Md̄k) β+ 1
2 d

T
k Mdk+qTdk

所以

∇g (dk+βd̄k)=( d̄ Tk Md̄k) β+qTd̄k+d Tk Md̄k
又因为矩阵M是正定的，d̄k≠ 0，则有 d̄ Tk Md̄k>0，
所 以 g (d ( β ) ) 的 最 小 值 点 为

β0 =- d Tk Md̄k+qTd̄k
d̄ Tk Md̄k

。显然当 βk满足式（14）时，

使得g (d ( βk) )= min
0≤ βk≤β*

g (d ( β ) )。证毕。

最后对问题（9）是否有解进行讨论。从引理 1
可以知道，当方程（10）有解时，显然问题（9）也有解。

因为矩阵M是正定的，则它的主子矩阵MI也是正定

矩阵，即矩阵MI 可逆，那么有如下 2种情况：①
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bIk≠ 0，则
|

|
|
|

|

|
|
|
MI bIk
bTIk 0

= |MI ||- bTIkM -1
I bIk |≠ 0。系

数矩阵行列式不等于零，即矩阵可逆，方程有唯一

解。②bIk= 0，则方程无解或有无穷多个解。

为了避免第2种情况出现，即保证bIk ≠ 0，那么

可对指标集 Jk做如下处理。因为b为非零向量，则必

可找到一个 i使得 bi≠ 0。若 i∈ Jk，则 Jk= Jk/i；若
i∉ Jk，则指标集 Jk保持不变。这样保证了bIk≠ 0，方

程（10）有唯一解，所以在实际计算中可以保证问题

（9）有解。

3 数值实验

本节详细描述数值算例的设计，尝试通过数值

实验验证积极集方法的有效性以及其在计算时间、

迭代步数以及互补精度方面均优于已有算法。所有

数值实验在操作系统为 64位windows 10和处理器

为 Intel（R）Core（TM） i7-8700 CPU @ 3. 20GHz
3. 19 GHz 的电脑上进行，使用的软件是Matlab
R2018b。

SQP算法最不可缺少的部分是子问题（5）中对

称正定矩阵M的选取。因为本文主要讨论矩阵A是

对称正定的情况，在这里直接令M=A。为了简

洁，用积极集算法求解子问题的序列二次规划问题，

记为 SQP（J）。又因为Matlab软件中的内置函数

“quadprog”能直接求解二次规划，在所有实验中算

法SQP（Q）表示直接用内置函数“quadprog”求解子

问题（5）。
积极集算法中求解子问题的初始向量d0的公式

如下：

(d0) i=
ì

í

î

ïï
ïï

1
2 x

T
0 Bx0+1
( Bx0) i

-( x0) i，j= i

-( x0) j， j≠ i
其中，i为Bx0中第 1个分量为正的指标。因为矩阵

B为正定矩阵，这样的分量一定存在。这样选取保

证了d0在可行域内，也从侧面证明了子问题可行域

非空。在第k次外迭代后，积极集算法中求解子问题

的初始向量为dk=(1- αk-1)dk- 1，其中αk-1和dk- 1
分别为上一步外迭代得到的步长和子问题的解。另

外，积极集算法在迭代步③中（b）的情况2中m的选

取也会影响迭代次数，在这里取m= é
ë
ê
l
5
ù
û
ú，其中 l表

示 ẑk小于零的分量的个数。

为了有效地分析算法SQP（J）和SQP（Q）性能，

也用算法BAS［16］求解了所有数值实验。在本节的所

有数值实验中，初始矩阵A、B都为随机生成的对称

正定矩阵。初始向量为x0= es，其中 es表示第 s个分

量为 1、其余分量为零的向量，且 s=argmax { ri|i=
1，…，n }，ri=min { ajibii- aiibji|j=1，…，n }。所有

算法的停止准则为 dk 2
<10-8。另外，还讨论了算

法的互补性，即H=  min { Axk- λkBxk，xk} 2
。

例1 为了测试算法的可行性，首先计算一个简

单的问题。 在这里令

A=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

4 -2 0 0
-2 7 6 0
0 6 9 -1
0 0 -1 8

，B=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

初始向量为x0 = [1 0 1 0 ]T，通过算法SQP（J）
和算法SQP（Q）得到

x*=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

1.264 9
0.632 5
0
0

，λ* =3，Ax*- λ*Bx*=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

0
0

3.794 7
0

这意味这 λ*和x*是矩阵对 (A，B)的Pareto特征值和

对应的Pareto特征向量。

例2 为了进一步测试算法的有效性，测试一些

随机生成的问题。随机生成5组阶数分别为50、500
和1 000的对称正定矩阵对 (A，B )，分别列出了算法

BAS、算法 SQP（Q）和算法 SQP（J）计算矩阵对

(A，B )的Pareto特征值所需的CPU运行时间（s），迭
代次数 IT以及互补性H，见表 1-3。其中，N表示矩

阵的阶数。

从表 1、表 2和表 3可以看出在阶数N=50时，

算法BAS的运行时间少于算法SQP（J），但互补性

精度低于算法 SQP（J）。当矩阵阶数增高到N=
1000时，算法 SQP（J）的运行时间明显低于算法

BAS，而算法SQP（Q）的互补性表现糟糕。从整体

运算时间和互补性上来看，算法SQP（J）比算法BAS
和算法SQP（Q）性能更稳，效率更高。

4 结论

构造了求解实对称互补特征值问题的积极集方

法。实验数值结果表明，所提出的算法SQP（J）在迭

代步数和计算时间以及互补性上均优于算法BAS
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和算法SQP（Q）。算法SQP（J）能够快速求解实对

称互补特征值问题，主要原因在于积极集算法更加

适合求解子问题。如何选取子问题中的矩阵M是接

下来需要研究的问题。

作者贡献声明：
雷 渊：提出研究思路，设计研究方案，修订最终版本。

朱 琳：完成研究方案，进行数值实验，分析数据，起草论文。

李 斌：负责数值实验的编程。

参考文献：

［1］ SEEGER A. Eigenvalue analysis of equilibrium processes
defined by linear complementarity conditions ［J］. Linear
Algebra and its Applications，1999，292（1-3）：1. DOI：
10.1016/S0024-3795（99）00004-X.

［2］ 韩继业，修乃华，戚厚铎 . 非线性互补理论与算法［M］. 上
海：上海科学技术出版社，2006.
HAN Jiye， XIU Naihua， QI Houduo. Nonlinear
complementarity theory and algorithm ［M］. Shanghai：
Shanghai Scientific and Technical Publishers，2006.

［3］ SEEGER A，TORKI M. On eigenvalues induced by a cone

constraint［J］. Linear Algebra and its Applications，2003，372
（3）：181. DOI：10.1016/S0024-3795（03）00553-6.

［4］ PINTO DA COSTA A， SEEGER A. Cone-constrained
eigenvalue problems：theory and algorithms［J］. Computational
Optimization and Applications，2010，45（1）：25. DOI：10.1007/
s10589-008-9167-8.

［5］ QUEIROZ M，JÚDICE J，et al. The symmetric eigenvalue
complementarity problem［J］. Mathematics of Computation，
2004，73（248）：1849. DOI：10.1090/S0025-5718-03-01614-4.

［6］ PINTO DA COSTA A，MARTINS J A C，FIGUEIREDO I
N，et al. The directional instability problem in systems with
frictional contacts ［J］. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering，2004，193（ 3-5）：357. DOI：
10.1016/j.cma.2003.09.013.

［7］ MARTINS J A C，PINTO DA COSTA A. Stability of finite-
dimensional nonlinear elastic systems with unilateral contact
and friction［J］. International Journal of Solids and Structures，
2000，37（18）：2519. DOI：10.1016/S0020-7683（98）00291-1.

［8］ PINTO DA COSTA A，MARTINS J A C. A numerical study
on multiple rate solutions and onset of directional instability in
Quasi-staticfrictional contact problems ［J］. Computers and
Structures，2004，82（17）：1485.

（下转第1538页）

表1 随机生成的50阶问题的数值结果比较

Tab. 1 Comparison of numerical results of randomly generated 50th order problems

实验
次数

1
2
3
4
5

BAS
CPU运行时

间/s
0. 000 947
0. 001 478
0. 000 890
0. 003 668
0. 002 325

IT

65
126
71
109
185

H

4. 445 8 ×10-6
6. 103 4 ×10-6
4. 753 9 ×10-6
6. 513 7 ×10-6
4. 928 0 ×10-6

SQP（Q）
CPU运行时

间/s
0. 022 173
0. 033 262
0. 023 004
0. 021 788
0. 024 468

IT

8
8
8
8
8

H

2. 428 9 ×10-6
3. 979 4 ×10-6
1. 101 5 ×10-5
1. 1383 ×10-5
2. 097 6 ×10-5

SQP（J）
CPU运行时

间/s
0. 006 272
0. 006 002
0. 006 316
0. 005 014
0. 005 053

IT

8
8
8
8
8

H

1. 947 9 ×10-6
2. 73 76 ×10-7
8. 552 7 ×10-7
7. 567 4 ×10-8
1. 587 3 ×10-6

表2 随机生成的500阶问题的数值结果比较

Tab. 2 Comparison of numerical results of randomly generated 500th order problems

实验
次数

1
2
3
4
5

BAS
CPU运行时

间/s
0. 647 598
0. 765 895
0. 825 336
0. 092 072
0. 265 748

IT

775
903
969
100
298

H

4. 505 1 ×10-5
4. 902 7 ×10-5
5. 971 3 ×10-5
4. 926 5 ×10-6
2. 343 4 ×10-5

SQP（Q）
CPU运行时

间/s
0. 328 313
0. 337 919
0. 347 302
0. 366 384
0. 358 240

IT

10
10
10
10
10

H

6. 479 5 ×10-4
8. 700 5 ×10-4
4. 131 4 ×10-4
9. 921 4 ×10-5
2. 519 9 ×10-4

SQP（J）
CPU运行时

间/s
0. 243 969
0. 250 600
0. 227 094
0. 298 834
0. 232 598

IT

10
10
10
10
10

H

1. 719 2×10-9
1. 308 9 ×10-9
1. 936 7 ×10-9
1. 745 1 ×10-9
1. 223 7 ×10-9

表3 随机生成的1 000阶问题的数值结果比较

Tab. 3 Comparison of numerical results of randomly generated 1000th order problems

实验
次数

1
2
3
4
5

BAS
CPU运行时间/s
6. 687 324
0. 503 070
5. 928 741
8. 955 474
6. 787 376

IT
1 360
103
1 197
1 812
1 353

H
8. 917 8 ×10-5
4. 808 7 ×10-6
8. 351 4 ×10-5
1. 141 1 ×10-4
9. 138 6 ×10-5

SQP（Q）
CPU运行时间/s
1. 444 580
1. 460 458
1. 426 617
1. 442 109
1. 468 115

IT
11
10
10
10
10

H
0. 002 1
0. 001 2
0. 002 5
0. 001 1
0. 002 1

SQP（J）
CPU运行时间/s
1. 764 132
1. 650 242
1. 347 867
1. 861 311
1. 632 466

IT
10
10
10
10
10

H
2. 272 9 ×10-7
2. 788 6 ×10-7
1. 959 7 ×10-7
2. 946 4 ×10-7
1. 945 3 ×10-7
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